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CHAPITRE I - INTRODUCTION

Le travail présenté ici concernme les mouvements de convection
des particules ionisées énergétiques dans la proche magnétosphére terrestre
(distances géocentriques de l'ordre de 2 & 10 rayons terrestres) et les
interacticns entre ces particules et les ondes qu'elles peuvent engendrer.
les figures 1 et 2 permettent de se faire une idée de l'aspect de la
magnétosghére terrestre (figure 1 : d'aprés Heikkila, 1973; figure 2 :
d'aprés Ness, 1969).

De nombreuses mesures cbtenues i 1l'aide de satellites ont montré
qu'il existe, dans les régions qui nous intéressent, des populations de
plasma "froid" et de plasma "chaud", essentiellement composées de protons
et d'électrons, quoique d'autres ions, He+ et O+ notamment, puissent aussi
se manifester (Chappel, 1972; West, 1975). La répartition en densité de
ces populations varie dans l'espace et dans le temps. La séparation en
deux populations, "froide" et "chaude", recouvrant deux gammes d'énergie
Eo et El différentes (E A < Ll evy El de 1 & 100 keV et au-deld) s'explique
par le fait que ces populations ont des origines et sout soumises & des
prdcessus différents. Les particules froides viennent essentiellement de
1'ionosphére par ascension le long des lignes de force du champ magnétigque
statique B N alors que les particules chaudes proviennent de la magnéto—
sphére lointaine lors de phénoménes d'injection ou d'accé€lération prenant
principalement effet au niveau de la queve de la magnétosphére.

Les particules chaudes effectuent les mouvements péricdiques classidques
de rotation cyclotronique autour des lignes de force de go' d'oscillation
d'un point miroir 4 l'autre le long de celles—ci, et enfin de dérive azimu-
tale perpendiculairement a ﬁo (figure 3, d'aprés Hess, 1968). A ces trois
mouvements sont associées trois &chelles de temps différentes et trois
invariants adiabatiques. Nous faisons usage des deux premiers invariants

lors de 1'étude des mouvements de convection de ces particules chaudes.

Des enregistrements au sol ou i l'aide de satellites indiquent aussi
la présence dans la magnétosphire de nonbreuses ondes naturelles. Leur spectre
en fréquence est trés étendu puisqu'il va des pulsations extrémement lentes




de fréquence £ g 0.01 Hz (Pc5) jusqu'd des fréquences £ > 10 kHz (souffle o
TBF), et méme au-deld (radiation kilométrique). I1 faut, en plus, distinguer
parmi ces ondes celles qui sont &lectromagnétiques de celles qui sont
électrostatiques. Les mécanismes d'émission de cesondes, et les effets de
ces ondes sur les particules, sont trd&s variés (Fredricks, 1975; Barfield,
1975; Gendrin, 1975). Nous nous intéresserons, dans ce travail, & des ondes
Electromagnétiques cyclotroniques ioniques (£ ~ 1 Hz) ou électronidues

(f v 1 KHz) qui jouent un r8le important dans la proche magnétosphére par
leurs effets sur les protons et les électrons, dont 1'énergie moyenne est

de quelques dizaines de keV.

Nous indicuons maintenant, plus spécifiquement, ce que nous &tudions
dans lesg différents chapitres.

Dans le chapitre II, nous rappelons rapidemeﬁt un certain nowbre de
notions concernant les interactions cyclotronidues entre ondes et particules..
Nous dommons un exemple de relation de dispersion concernant ces interactions
et nous indiquons les approximations qu'il est possible de faire pour la
sin@lifier. Nous insistons sur le rBle joué par le rapport des densités de
plasma froid et chaud dans le coefficient d'amplification des ondes.

Dans le chapitre ITI, nous &tudions l'amplification des ondes et la
diffusion des particules. La présence de particules chaudes présentant une
anisotropie de température (T, >T,, ol les indices L et # se réferent ada
la direction du champ magnétique statique Eo) permet l'amplification des
ondes cyclotroniques é&lectroniques ou ioniques. Ces ondes peuvent se propager
le long des lignes de force de EO et &tre &ventuellement cbservées au sol.
Les ondes engendrd@es agissent & leur tour sur les particules, et par diffusion
dans l'espace des vitesses, tendent 3 réduire le déséquilibre thermodyna-
mique (T, + T,). Les particules diffusées voient donc leur vitesse paralléle
a go s'accroitre (car leur énergie totale est pratiguement conservée dans
ce processus de diffusion), et elles sont perdues en bout de ligne de force
par collision avec des particules de 1'atmosphére.

Nous essayons de traiter le prcobléme de 1'interaction des ondes et
des particules d'une maniére auto-consistante, c'est-d—dire de calculer



similtanément l'intensité spectrale des ondes émises et la fonction de
distribution des particules résultant de la diffusion de celles-ci par

les ondes. Nous examinons successiverment le cas d'une interaction non~

statiomnaire (relaxation) et d'une interaction stationnaire. Ce n'est que

dans ce dernier cas que nous effectuons des calculs complets. Les formules
chtenues relient 1'intensité des ondes émises, ou la fonction de distrilbu-
tion, d certains paramétres mesurables du plasma : densité, vitesse ther-

midque, anisotropie de température, etc... Elles permettent done des compa-
raisons avec des domnées d'ondes et de particules.

Dans le chapitre IV, nous prenons en campte les mouvements de dérives
radiale et azimutale des particules chawdes sous 1'influence des champs
magnétique et &lectrique statiques. C'est ce que nous appellercns convection
des particules au sens large. Nous pourrons alors &tudier, en utilisant
le théoréme de Liouville, la déformation des fonctions de distribution des
particules soumises a ces champs statiques et par conséquent, des coefficients
d'amplification des ondes calculés a partlr de ces fonctions de distribution,
dans l'espace et/ou dans le temps. Cecl nous permet de relier entre elles
différentes parties de l'espace et donc d'avoir une vue plus globale de la
dynamique des interactions entre ondes et particules.

Nous considérons d'abord le cas d'une dérive azimutale pure, diie
uniquement au champ magnétique statique. Nous introduisons ensuite un chanp
&lectrique statique, mais nous effectuons dans ce cas les calculs avec une
hypothése de stationarité par rapport au temps. Nous comparons nos calculs
sur les déformations des fonctions de distribution et sur les changements
en fréquence des coefficients d'arplification des ondes & des mesures obtenues
a 1'aide de satellites ou au sol.

Dans la conclusicn de ce travaill, nous indiquons un certain ncnbre
d'extensions possibles de nos calculs et, d'une maniére plus générale, des
interactions entre ondes et particules.

Nous donnons en annexe un certain nombre d'articles sur lesquels
s'appuie ce travail. Ces articles sont not&s dans le cours du texte sous la
forme : r&f. 1, r&f. II, etc... (cf. Biblicgraphie 1., page 73)
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CHAPITRE II - IES INTERACTICNS DE GYRORESCNANCE

DANS UN PLASMA A DEUX CCMPCSANTES THERMIQUES.

II.1. Ondes naturelles EBF et UBF et interactions (e-R) et (i-L).

Dans 1l'introduction, nous avons indiqué qu'il existe dans la magnéto-
sh3re terrestre de nonbreuses émissions naturelles d'ondes &lectromagnétiques.
Parmi celles-ci, un certain nombre d'@missions du type EBF (£ ~v 500 Hz) ou
UBF (f v 1 Hz) peuvent s'identifier 3 des ondes cyclotroniques transverses
&lectroniques cu ioniques respectivement. Pour les ondes électronicues, le
domaine de pulsations w concerné est tel que

<< @ <
(IT,1) Wy 0 < W

ol w ce et -l sont les pulsations cyclotroniques é&lectroniques et loniques
respectivement (wce = gB C)/me; Woy = qBO/mi oll g est la valeur absolue de la
charge &lectronique, m, et m, les masses de l'électron et du proton respecti-

vement) . Pour les ondes ioniques, nous avons :

(II,Z) w < f.L)ci
Ces ondes, et leurs différents modes de prdpagation, ont été étudiées, par
exemple, par Stix (1962).

Les ondes cyclotroniques &lectroniques, polarisées i droite, interagissent
principalement avec les &lectrons (interaction e~R). Ies ondes cyclotroniques
ioniques, polarisées & gauche, interagissent avec les protons (interactions
i~L). Pour des raisons que ncus développons par la suite, nous ne nous intéres—
sons qu'ad des ondes se propageant parallélement 3 ﬁo. Ie principe de ces
interactions est alors simple. Les particules, qui tournent autour de B o ala
fréquence cyclotronique et qui se déplacent le long des lignes de force de ﬁo




avec une vitesse v, , voient, par effet Doppler, le champ glectricue de
1'onde de pulsation w, de nombre d'onde k, tourner aussi 3 la fréquence
cyclotronique. On cbtient ainsi les relations dites de résonance :

w_ = - kv, {e~R)
(12,3) e ’
wy =0~ kv, (1-L)

Tl s agit donc, d'aprés les domaines de pulsation des ondes (IT, 1)
et (II,2) d'interactions pour lesquelles les ondes et les particules "royagent™
en sens contraires (si la vitesse de phase v s = wk >0, alors v, < 0 pour
une orientation définie par rapport & aB ) Ies relations (II,3) permettent
de définir une vitesse résonante des part:.cules v, = V.

Caumre nous 1'avons &crit ci-dessus, nous supposons dans toute la suite

de ce travail que les ondes se propagent paralldlement aux lignes de force

du champ magnétigque terrestre _ﬁ . Cette hypothése est justifife pour deux
raisons. Du point de vue experlnental, il est vral qu'il existe dans 1la
magnétosphére des gradients de densitd du plasma froid perpendiculaires a B
(fibres d'ionisation ) qui guident les ondes, ce qui leur permet evautuellerrent
d'atteindre le sol. Du point de vue théorique, les interactions les plus

intenses sont pratiquement obtenues pour une propagation parall&le a B
(Brinca, 1972), mals on ne peut alors tenir compte des effets des ondes sur
les particules de haute énergie (Lyons et al., 1972) . Cependant les résultats
cbtenus grace & cette hypotheése simplificatr:.ce, sont qualltatlvetrent satis-
faisants (une discussion plus détaillée est donnée dans la réf. III).

résultats expérimentaux concernant les ondes, que nous discutons par la suite,
justifient aussi cette hypoth@se (chap. ITI).

Une analyse de Fourier, sous la forme exp i(kz - wt), de 1'&quation de
Boltzman-Viasov et des équations de Maxwell, conduit aux relations de dispersion
(z est la coordonnée suivant §O, 1'origine &tant le point &quatorial de la
ligne de force considérée). Suivant Rennel et Petschek (1966), les relations

de dispersion des ondes cyclotroniques &lectroniques (R) et ioniques (L) peuvent
s'écrire respectivement :

|
%




(II,4)

2
21,2
c‘k R (mpi,e)
— =1-7n /4—
w2 L ie w
) - o
. oF . k oF oF,
2 _de le 1@
X j. ‘ﬁ..dv.LJ‘ dv”[ vy G oV, Vi 3, )
O -l
1
kv” - - wci,e
® 1
kv, =0+ Wy o

Fie est la fonction de distribution des ions (respectivement des électrons)

nomalisée a 1. wpi e est la fréquence plasma des ions, respectivement des .

I
- 2 o 2 - s 3 I
électrons (w pie = ny o /Eomi,e R TN gtant la densité de l'espéce de
particules considérée). c est la vitesse de propagation de la lumiére dans
le vide. Nous supposerons toujours par la suite la neutralité &lectrique
1 des protons ou des &lectrons chauds

est faible devant celle du plasma froid n,, on peut négliger les effets de

réal isée (ni = ne) . 51 la densité n

température pour la propagation des ondes (partie réelle de la relation de
dispersion) , et prerdre Fi o Sous la forme :
r

1
(II,5) Fi,e = e § (V) § (v}
2’lTV_L
ofi § est la distribution de Dirac. On obtient alors, dans les domaines de

fréquences considérées, les relations de dispersion "plasma froid" :

. CZkZ w 2

(IT,6) s B (mode R)
w? wlwg, = w)
c?k? W .2 '

(1I,7) . px (mode L)
w? W, (w o, = w)




A ces relations de dispersion correspondent, d'aprés (II,3) les vitesses

résonantes :
. _ (l—X) 3/2
(IT,8) |vre| = Vae —— (R)
X
_ (1_}{) 3/2
(II,Q) |Vri| = VAi -——;—-— (L)
mce i
ol VAe = C w—-L— est la vitesse d'Alfven des &lectrons ou des ions
’ »
Pe,1

respectivement, et oll X = w/w o est la fréquence réduite pour le mode (R}
r
ou le mode (L) respectivement.

Soit fi,e la partie chaude de la fonction de distribution des ions
ou des électrons normalisée 3 nl/n .y que 1l'on exprimera en fonction des
coordonnées cylindriques (v, , v,) ou sphériques (o, v) indifféremment
(v est la vitesse totale des particules, o l'angle d'attague que fait
cette vitesse totale avec §O 3 vy = Vv sino, v, = v cosa). La partie ima-
ginaire de (II,4), qui apparait 3 travers les dénominateurs résonants,
permet de calculer le coefficient §'amplification y des ondes (y est la
partie imaginaire de w; Yy > 0 correspond & une amplification). Sous la
méme hypothése nl/nO << 1 que celle du paragraphe précédent, et suivant
Kennel et Petschek (1966), on peut &crire v (y << w) sous la forme :

X
(IT,10) Yop = T Uy (1 - x) 2 nv,g) « 1AV, ) -
l~x
( ) Mg (1 - x)?2 , ') X
IT,11 Yo = n . ANV L) -
L x - x/2) rl o1 -x

avec pour 1 (Vr) , densité relative des particules résonantes .




(=]

2m| v, I;{. v, av, £(vy, v, =V,)

0

3 /2 sino
2n] v, | J‘ £(a, V) do

(11,12)  n(v)

cosla
o

et poﬁr A(Vf), anisotropie de température :

L - . /Y
J- vy AL (% vy Vi av,,) v,

(IT,13) A(Vr) =

OO

%Ja v, dv, £(v,, v,)

0 ) vy = Vf
T2
sin®a / 8f
__.) do
cos'a 9o
0 v
J72
sino
2 £ (w, Vi) do
o cos’o
V” = vr

Dans ces formules, £ est, suivant le casg, la fonction de distribution
chaude des Electrons ou celle des ions.Notons aussl que toutes les inté-
grations doivent &tre effectuées avec v, = Ve

Nous rencontrerons des cas pour lesquels 1'hypothése nl/n.O << 1 n'est

plus vérifide. Nous &tudions donc ce probléme dans le paragraphe suivant en




spécifiant explicitement la fonction de distribution des particules
chaudes (les résultats qui suivent constituent la premigre partie de
la réf. IV).

II.2. Discussion sommaire d'une relation de dispersion compléte.

Nous choisissons comme fonction de distribution pour les particules
chaudes :

n,/ng 1 v, am v, 2 + v,°
e, T w3243 T(m+l) vo2

avec m 3> 0. Par définition, les énergies moyennes perpendiculaires et
paralléles, pour les ions de masse m, par exemple, s'écrivent :

_ L 2. _
EJ, = E mi <v_L > = K”'.L
(II,15)
_ 1 2, _ 1
E4r = E-mi <v, > = > KT#,

ol K est la constante de Boltzman.

Nous obtencons, d'aprds (II, 14) :

v, ?> = (m+ l)v@2

(IT,16)

v2

o)

2y =

o

<
Vi

D'aprés (II,13), nous trouvons pour l'anisotropie A, en tenant compte
aussi de (IT,15) et {(IL,16) :

|3

(IL,17) A=m= -1

H

o

m est donc simplement 1'anisotropie de température des particules,
et la vitesse caractéristique v, est relide aux vitesses quadratiques
moyennes par les relations (II,16).




Les mesures in situ des populations de particules d'énergie moyenne
{quelques dizaines de ReV) indiquent que la fonction de distribution
donnée par (II,14) peut &tre une représentation analytique acceptable
pour cette population. D'autre part, les calculs qui sulvent dépendent
assez peu de la représentation choisie si elle est proche de (IT,14)
(voir discussion in fine).

Nous écrivons la relation de dispersion dans le cas des interactions
(i~L). Ie cas des interactions (e-R) serait tout j fait senblable. Portant
dans (II,4) une fonction de distribution qui est la somme de (II,5) (plasma
froid) et de (II,14), nous obtenons, aprés quelcues calculs, pour la
relation de dispersion D(w, k) =0

c?k? W i2
(I1.18) D{w, k) = - - P
. W Wy { Wy = W )
n W (W, =w v V. w
A1+ in ot cf 1+V—E}-Z(—-—Vn)](m-—~—w——w_w )
Ny 1 W O 's) ci

Dans cette expression, w, donc V.ir €St a priori complexe et on pose
w =uw,.+ iy (toutefois on omet 1l'indice r lorsqu'il n'y a pas de confusion

possible). Z, fonction de Fried et Conte (1961) est définie par 1'expression
suivante

+w
_ 1 exp(-v?*)
(I1.19) z (z) = ya =5 v

dans lagquelle z = a + ib est un norbre complexe. Pour les propriétés de

cette fonction on peut, par exemple, consulter Stix (1962). Il faut faire
deux remarques concernant la formule (II.18) :
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1/ Les &lectrons n'apparaissent pas explicitement dans cette expression.
Ils sssurent seulement la neutralité du plasma. Ceci vient du fait que
seuls les 8lectrons relativistes, d'importance relative faible, peuvent

interagir avec le mode ionique.

2/ pans (IT,18)}, mpi est calculée avec la densité totale n, + n, et non
pas avec la densité du plasma froid seulement.

Une étide de cette relation de dispersion (Corrwall et Schulz, 1971;
1973} permet de comprendre les approximations que l'on peut faire. I1
est clair d'abord que nous retrouvons la relation de dispersion plasma
froid si nl/n0 << 1. Nous s&parons les parties réelle et imaginaire de
Diw, k) : '

D(w, k) = Re D(w, k) + iIm D{w, k)

ce qui donne pour le ccefficient d'amplification des ondes par un dévelop-
pement de Taylor (y << mr) : ‘

3Re D(wr,k)

(II.20) Y = (-ImD(w., k)) /
dw

On peut montrer que Y est positif (amplification)lorsque :
(IT,21) m- -——— >0

(Rappelons, en passant, que m > 0 , c'est-a-dire d'aprés (II,17) T, > T,;
c'est 13 l'origine de 1'instabilité). D'aprés (II,21) il y a donc instabi~
lité pour des fréquences réduites x = u)/wci telles que

m
m+ 1

(I1,22) 0 <x< X, =

ol X, est la fréguence ré&duite critique. Or les 'valeurs expérimentales de
1l'anisotropie dans la magnétosphdre sont telles que m £ 1, ce qui conduit 3:

< < 0.
b4 xc_\,OS
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c'est-a~dire que seules les fréquences basses sont amplifiées. D'autre
part l'expression de la vitesse résconante (II1,9), calcul&e avec la
densité totale n, +n,, reste approximativement valable. La densité n
étant fixée,d'aprads (II,9) pour diminuer V.y 11 faut augmenter x (mais x
doit rester inférieur & x_) ou augmenter n_ (VAzoc';. 1/(n  + 1)), mais

on revient alors au cas nl/nO << 1. Compte tenu de ces limitations et

des ordres de grandeur des différents paramétres dans la magnétosphére,

nous avons praticquement toujours
(IL,23) ViV 2 1

et nous pouvons alors utiliser 1'approximation suivante de la fonction 2

(IL,24) 2(z) = ivi & ® -

o [

ol a est la partie réelle de z. La partie réelle de D(w, k) redonne alors
la relation de dispersion du plasma froid (IT,7), mais calculée avec la

densité totale n,+n. A partir de (II.18), (II,20) et (II,24), nous cbtenons

pour le coefficient d'amplification vy :

/T n, vZ vy

(TI.25) Y/ o= L 2 o
ci 2 n_+n v.?: v

o 1 o) Al

Nous pourrions d'ailleurs cbtenir cette expression § partir de (II.11)
d condition de calculer toutes les quantités qui contiennent la densité

av -+ .
ec I'].{:> nl

Ie maximum de y(x) est obtenu pour une fréquence % vérifiant 1'équation

suivante (Gerdrin et al. 1971)
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Nous allons, dans le dernier paragraphe de ce dapitre, &tudier le
rdle du plaama froid pour l'amplification des ondes.

TI.3, RBle du plasma froid pour 1'amplification des ondes

Nous écrivons (IT,26) sous la forme :
2 s o
(IT,27) Vr /VO =1+

Campte tenu des ordres de grandeurs habituels de m et X dans la

magnétosphére ( m v 1, X v 0,1 3 0.3), on a € << 1 et nous trouvons au

2&me ordre prils en £ pour le coefficient d'amplification maximum (par
rapport & ®) v :

vy n v, %
(1II,28) Yo/w , = — {m- )
cl 2e n_+n, V 1l -x
o 1 Al e}

D'autre part, tenant compte de (II,9) et (ITL,27), avec e << 1 et
X, << 1, nous pouvons écrire :

(IT,29)

Nous cbtenons dence pour Yo ¢

i n v V.
- 1 O _ AL

2a no+n Vo, v
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Il est alors intéressant de volr pour guelle valeur de nor toutes

choses &tant égales par ailleurs, Y5 est maximum (c'est en samme le maximm

maximorum de v). Conme VA,i2°C 1/(n * n;), nous trouvons facilement que le

maximum maximorum de v, Yom est obtenu pour

(IT,31) VAi / v, m/2

Introduisons le paramgtre 8, :

2
an T, ) n, my (v0 /2)

2 2
Bo/ 2y By / zuo

(I1,32)

B /

rapport de la pression parallgle du plasma 3 la pression magnéticque (u o €8t
la perméabilité du vide). Nous pouvons mettre (II,31) (compte tenu de Vaq =

cmci/wpi) sous la forme :
.
n.+n 2 1
(I1,33) o 1 . (_) <_)
nl m B”

Reportant aussi (II,31) dans (IT,29), nous obtenons

(IT,34) b4 o

qui est la fréquence correspondant & ce maximum maximorum de .

Nous voyons donc qu'il existe une valeur cptimale de la densité du plasma

froid pour laguelle on cbtiendra la valeur y de yv. Ceci souligne le r8le

important que peut jouer une augmentation de la densité du plasma froid, qui
se produit lorsque les particules chaudes venant de la queue de la magnéto-
sphdre péndtrent dans la plasmasphére ou dans les ré&gions de plasma détaché.

Ajoutons,. pour finir, que les calculs précédents sont confirmés par des

calculs senblables (effectués avec des fonctions de distribution bimaxwelliennes)
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soit purement mumériques (Perraut et Roux, 1975), soit analytiques et
numériques (Cuperman et al., 1975). En particulier on peut vérifier, d'aprés
les calculs numériques que les formules (II,33) et (II,34), quoiqu'obterues
ici par des calculs assez simples, sont bien vérifies. Des calculs senblables

ont aussi été faits pour les interactions (e~R) (Cuperman et Landau, 1974).

Aprés ces rappels sur les interactions de gyror&sonance et cette &tude
du coefficient d'amplification linéaire des ondes, nous passons, dans le
chapltre suivant, & 1'étude de la phase quasi-lingaire de ces interactions.
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Chapitre III - APPLICATION DE LA THEORIE QUASI-LINEAIRE
AUX INTERACTIONS DE CGYRORESONANCE DANS LA MAGNETOSPHERE.
RELAXATION - EQUILIBERE

ITII.1 - SITUATION DU PROBLEME - EQUATION DE DIFFUSION
QUASTI-LINEATRE EN ANGLE D'ATTAQUE ET EQUATION
DES ONDES, '

Nous avons vu, dans le chapitre II, gu'en pré-
sence d'une anisotropie de température de la pooulation
glectronique ou ionique, les ondes électromagnétiques
cyclotroniques correspondantes pouvaient &tre amplifiées.
Dans la phase lindaire, si B est le champ magnétique de

l'onde considérée, nous avons
32 ol e2Yt

oll ¥ est le coefficient d'amplification des ondes donné
par (II,10}) ou (II, 11) ; B et vy sont fonctions de la

fréquence. L'onde, croissant exponentiellement, agit ra-

pidement sur les particules (en un temps t ~ 1/v), qui dif-

fusent alors dans l'espace des vitesses de fagon 3 réduire

l'anisotropie de température. La fonction de distribution
des vitesses évoluant, le coefficient d'amplication varie

et l'on sort de la phase linéaire des phé&noménes.

Les ondes naturelles auxguelles nous nous inté-
ressons dans ce travail, présentent des spectres en fré-

guence suffisamment "larges" (Aw/w v 1 ; Aw largeur du
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spectre & mi~hauteur en fréquence centrale) pour que

nous puissions &tudier la phase non linéaire des phé&noménes

grice 4 la théorie quasi~linéaire. Dans la ré&férence I,

nous étudions en détail les aspects de cette théorie

en ce qui concerne la magnétosphére : partant de 1'equation

de Boltzman—~ Vlasov, qui s'applicue au plasma magnétosphérique
non collisionnel, nous établisscns une &quation de diffusion
quasi-linéaire et nous indicuons le domaine de validité de
celle-ci. Nous n'insisterons pas ici sur cet aspect des calculs.
Ceux—ci sont grandement simplifiés grdce & un résultat obtenu dans
le chapitre II : les valeurs possibles de l'anisotropie de température
sont ®elles que les fréquences réduites x des ondes amrplifiées

vérifient en général :
¥ « 1

d'aprés (II,22). La diffusion dans l'espace des vitesses se
réduit dans ce cas a une diffusion en angle d'attaque «,

la diffusion en énergie v devenant négligeable (¢f. discussion
dans la ré&f. I).

Nous écrivons donc une équation de diffusion
cquasi-lingaire en angle d'attacque :

»f » of q 1
(ITI,1) = - V .~ =W
ot Y > sin &

2 sing{ 2 »f -

Dans cette &quation T est le rayon vecteur dans
"of
[E terme d'inhomogénéité

l'espace et le terme ==
or
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qui disparait dans les calculs effectués dans ce chapitre
parce gue nous effectuons une moyenne sur lespace. Cepen-
dant un terme de ce type apparalt lorsgue 1'on considére
la convection ou la dérive des particules (chap. IV). Vg
est la vitesse de groupe des ondes ; sz est l'intensité
spectrale des ondes par unité de nombre d'onde ; nous uti-
liserons aussi B2f = (Zﬁ/Vg) sz, intensité spectrale des
ondes par unité de fréquence. S(a, v) est une source per-
manente de particules dont nous préciserons la forme ulté-
rieurement. P{o, v} est un terme de perte des particules
chaudes : celles-ci "tombent" dans le cdne de perte aprés
diffusion en angle d'attague ou bien sont perdues par

échange de charge avec des particules neutres et froides.
A l'équation de diffusion en angle d'attagque
(III,1) nous adjoignons l'é@quation de conservation de

l1'énergie des ondes

aw

(IT1,2) k > _
=t V. (Vy W) = 2y, W
sz 2V

avec Wk = '2—]1"" "—-BV

o g

ol Kk, est la perméabilité du vide et Vp la vitesse de
phase des ondes. En vratique comme nous considérons uni-
gquement la propagation des ondes suivant la direction z,
paralléle a é;, et le milieu homogéne dans cette direction,

nous avons simplement :

2 2
9B 9B
k , v k 2

(I11,3) =g~ + Vg =55 = 2 v BTy
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Nous allons, dans ce chapitre, & partir des

éguations (III-1) et (ITII-3), étudier différents cas pos-
sibles d'interactions entre ondes et particules. Le modéle
physique servant de base & ces calculs est le suivant.
Nous considérons une "région d'interaction" alignée le
long d'une ligne de force donnée,symétrique par rapport

a l'équateur, et dont nous précisons les dimensions ci-
dessous. Les ondes se propageant parallélement & E; sont
partiellement réfléchies en bout de ligne de force et ef-
fectuent des aller et retour dans cette région. Elles in=-
teragissent avec les particules chaudes qui effectuent
aussi des oscillations le long de cette ligne de force

{fig.3). Cette interaction a lieu sur une distancetz‘que

nous appelons "longueur d'interaction". Une définition
cohérente de celle-ci n'est possible gque si l'on résout le
problé&me de l'interaction en milieu inhomogé&ne, mais nous
pouvons cependant estimer:i d'aprés le calcul du coeffi-
cient d'amplification linéaire des ondes en milieu homo-
géne (cf. discussion dans la ré&f. III). Les particules
peuvent &tre perdueé en bout de ligne de force, comme
nous l'avons dit précédemment, parce que, par exemple,
elles sont entrdes par diffusion dans le cOne de perte.
De plus les particules chaudes peuvent traverser, trans-
versalement & Eg, la région d'interaction, par diffusion
radiale, dérive ou convection. Nous reviendrons sur ce
probléme dans le chapitre IV, mais il est évident dés a
présent que cette dé&rive transversale des particules peut
imposer une limitation 3 la durée de 1l'interaction, dé-

pendant évidemment des dimensions transversales de la

"région d'interaction".

Avant d'examiner différents cas d'interaction
nous allons, dans le paragraphe suivant, intégrexr 1l'é&qua-

tion {III,3) sur le champ des ondes.
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IIT.2 - EXPRESSION DU CHAMP DES ONDES COMME FONCTION DES
PARTICULES EN INTERACTION

Nous remplacgons 1l'équation (III,3) sur les

ondes par une &guation "moyennée" sur z :

a<B2 >

(TIT,4) -—-«-—}i—+v (R} <B% > = 2 <B2 >
, 5t Z 9 k7 % 4 Y Py

Jf+iy2

avec <B (z) dz
k

:b ~d/2

dans laquelle R est le coefficient de réflexion en é&nergie
des ondes en bout de ligne de force et g(R) une fonction
simple représentant l'effet de R sur la densité d'énergie
des ondes présente dans la région d'interaction ( g(R)

“ 1 - R} Yk est le coefficient d'amplification des ondes
& l'éguateur de la ligne de force considérée. Comme nous
l'avons dit dans le paragraphé précédent, seul un traite-
ment complet du probléme inhomogé&ne en z permettrait de |
justifier strictement une équation du type (III,4), mais
l'écriture de celle-ci est cependant physiquement claire

dans notre cas.

Par une méthode d'intégration, semblable 3 celle
utilisée dans les ré&f. II et III, nous pouvons faire ap-
paraitre dans 1'équation de diffusion (III,1) le produit
Yi sz, que nous remplagons alors par le premier membre
de (III,4). Nous obtenons ainsi une équation différentielle
du ler ordre aen sz gu'il est facile d'intégrer. Les cal-

culs sont détaillés dans l'annexe 2. Ils conduisent 3
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1'expression suivante du champ des ondes par unité de
fréquence, dans le cas des interactions e-R (mais 1l'expres-
sion obtenue dans le cas des interactions i-I n'en différe

que par les coefficients) :

v

. Vg
(ITT,5) <B2f(t)> = <B2f(t=o)>e 7 g(R) t
2
T v -V | .
R -
+ 4 T "'——‘2 Udce v IV rl (l X)
q g
/2
t . v ]
% + (R (e'-o)| | SR g
[1 - ]e cos o
A (1 - x=) .
o O:. Y = e
I "r

/2
= ‘ -
f [S(OL', v) - P(a', v} - (%(a', v)+$.-§-;f-(u', v)) gina'da’ dc!
A ar
te
¢ » v=2¢C

Les notations indiciaires, v = Cte et Vr = Cte

indiquent gu'il faut intégrer successivement en gardant v

constant puis Vr = v co8 o constant. Bzf(t = 0) est la va-
leur initiale du champ des ondes. Remarquons gue l'aniso-

tropie A est incluse dans l'inté&gration temporelle car

elle peut dépendre du temps.

Pour former un systéme d'dvolution complet il
faut évidemment adjoindre 3 cette exXpression 1l'équation
de diffusion (III,1).



Dans toute la suite de c¢e chapitre nous ne consi-

dérons gue des guantités (source, fonction de distribution,
etc ...) moyennées sur l'espace (nous reviendrons sur ce
point dans le chapitre IV). Nous avons donc en particulier

R o dans les expressions précédentes.

=

Nous allons maintenant aborder le cas de la re-
laxation d'une fonction de distribution en 1'absence de

gource de particules.

III.3 - RELAXATION EN MILIEU INFINI. PROBLIME DU MILIEU FINI

Nous supposons, dans ce paragraphe, gue nous
n'avons pas de source (S = o) ni de pertes (P = 0), mais
simplement une fonction de distribution initiale anisotxrope
gui relaxe vers une foncticon de distribution isotrope par
diffusion des particules en angle d'attague sous l'effet

des ondes amplifiées.

La résolution compléte de ce probléme est diffi-
cile car il faut traiter simultanément les é&quations cou-
plées (III~1)} et (III-5) si 1l'on veut connaitre la distri-
bution des particules et le champ des ondes i chagque ins-
tant. Un certain nombre d'études (en grande partie numéri-
gques) de ce probléme ont &té& effectuées, essentiellement

pour des plasmas de laboratoire (Davidson et Ogden, 1975).

L'intérét de ce probléme pour la magnétosphére,
gui reste encore d développer, réside dans ce qu'il doit
permettre d'évaluer l'importance des effets transitoires
lors de changements importants des conditions physiqgues du
milieu : injection de plasma froid, par exemple. Nous ¥

reviendrons lors de la discussion du cas stationnaire.,




Nous rappelons ici briévement certains aspects
simplifiés de ce probléme, qui ont &té développés dans la
réf. IT, et gqul peuvent servir de point de départ a4 une
étude plus aﬁprofondie. Nous écrivons donc d'aprés (IITI,S)
avec les hypothéses faites au début de ce paragraphe et
en négligeant le champ initial des ondes supposé faible
devant le champ émis apré&s amplification

[
.

2 '
Vo=V l

2 _ 2 Mg | r g
(IIT,6) B f{t) =4 7 ""‘('.I—z Woe Vg

3
ve |

Vv
t (R) (' -~ £)
) f | 79
(1 - x) _

RS
A (1 - x)
0
w/2 /2
J. EEEEE daJa {(~ %E) gin o' do' | dt! -
t
cos o

Nous pouvons d'abord supposer un milieu "infini"

($-+<n) ou, du moins, tel que le temps de transit des
ondes :

(1IT,7) 0 = -f/vg
soit grand devant les autres temps caractéristiques du pro-

bléme, c'est-i-dire essentiellement le temps de relaxation

TDQ} temps au bout duquel la fonction de distribution est




devenue quasi—isotope en a. Nous intéressant alors a des

fréquences faibles devant la fréquence de coupure

{ AT f ) « 1), nous obtenons d'aprés (III,6) :
2
m V., - V_|
2 _ o 2 e r g
(11,8) B £ {(t = TDOL) = 4o —5 Wee 7
q g
/2 7w/ 2
3 2 sin g .
Vo] (1 = x) da [£(a*, v, £ = 0)
O Co8 g o
- f(a', v, t = 1, )] sin o' da’

Si, par exemple, nous choisissons la fonction

de distributicon initiale de la ré&f. ITI :

1'11 1 | V2 m
o) = o TI/3.3 Km exp (- _5“) sin o
o T Vs v

(III1,9) f(t

It

ou v, est une vitesse caractéristigque des particules chau-
des, Km un coefficient, donné dans la réf. II, tel que £
soit normalisée & nl/n0 et ol m » o caractérise l'anisotro-

pie initiale de £, nous obtenons :

nl i v2

pe! ¥ W Az 3 o¥P = 3)
T v v

Q (]

(I1I1,10) f(t

i
-3
(o]

c'est-i-dire une fonction de distribution enti&rement iso-
trope.
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Il est alors facile de calculer explicitement

82 (&t =71

f Da)'

Mais cette formule simple (III,8) appelle deux

remarques. critigues.

1) L'anisotropie A dépend du temps et par conséquent le
terme [1 - /A (1 - x)] gue nous négligeons dans (IIX,6)
peut avoir un effet sur le champ des ondes.

2) 81 nous calculons l'ordre de grandeur de 9 =w$/vg et de

T (en utilisant pour ce dernier temps caractéristique

Do .
l1'&quation de diffusion) dans les conditions magnétosphé-
riques nous trouvons (pour le détail des calculs voir

la réf. 1I) :

e v 1 s,

T N 10 § 100 s,

Do
Nous voyons donc qu'il faut en général tenir
compte des pertes d'énergie des ondes en bout de ligne de
force, c'est-d-dire qu'il faut traiter le problé&me en mi-
lieu fini et résoudre l'équation de convolution (III,6).

Nous n'insisterons ﬁas davantage ici sur ce pro=-
bléme qui fait d'ailleurs l'objet actuellement d'une &tude
plus approfondie (réf. VI). Nous nous servirons simplement
des notions introduites ci-dessus lors de la discussion du
cas stationnaire, gu'il est possible de traiter d'une ma-~
niére beaucoup plus compléte.
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ITI.4 - CAS STATIONNAIRE

III.4.a - But et principe des calculs

Nous supposons une source permanente de particu-
les S, indépendante du temps. Cette source est définie
par le ncombre de particules chaudes dnz/dt introduites par
unité de volume d'interaction. La fonction de distribution
de ces particules peut prendre différentes formes. Nous in-
troduisons des pertes de particules P, et d'énergie des
ondes dues d une réflexion lmparfaite. Nous supposcons alors
que s'établit un régime stationnaire du systéme ondes par-

ticules pour lequel :

of (a,v) -
ot

ol £ est la fonction de distribution des particules exis-
tant dans le milieu (gqu'il ne faut pas confondre avec la
fonction de distribution des particules ‘injectées).

Nous nous intéressons ici, comme dans la réf.III,
au cas d'une interaction entre des é&lectrons chauds (EO "
40 kev) et des ondes cyclotronigues électronigques dans le

but d'expliguer les émissions du type souffle 3 large bande
dans la gamme EBF (fréquences ~ 100 Hz & 1000 Hz).

Une premié&re étude de ce cas stationnaire est due
4 Kennel et Petschek (1966). Cependant dans leurs calculs,

ces auteurs se sont fixés a priori le spectre des ondes,
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s'interdisant par 13 une étude auto-consistante du probléme ;
en revanche, les calculs que nous avons effectués dans la
réf. IIT ne comportent pas cette restriction.

L'équation (IIT,3) de conservation de l'énergie
2
des ondes (avec %%— = o) conduit 3 g(R) = Log %. Nous pou-

vons ensuite intégrer (IIXI,5) par rapport au temps, et par
destemps supérieurs au temps de transit des ondes et au
temps d'établissement de 1l'&quilibre, nous obtenons pour le
champ stationnaire :

2
47° m ;ﬁ v - v_|
(III,11) <B®_> = 2. w, —X_. 9
£ - 2 vV Lo 1 “ce \
a g “°9 R g
3 2 X
| v r| (1 - x) [1 ﬁl_—_x)']
/2
sin a da [S(a v) - Pla' v)] sin o' da’
cos? o
o

sous les mémes hypothéses, l1'é&quation de diffusion (III,))
moyennée sur z s'écrit :

= ia 1
{II11 12) o = 3 "3 &in &
m
e
v 2 9 f
3 sin s <B f> o + S, v) Pla,v)
* da r g
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Pour intégrer cette &quation nous supposons que
P =0 4 l'extérieur du cbne de perte (o > ao) {2} . Nous
trouvons alors pour la fonction de distribution 3 1'équi-
libre :

(III,IB) f(ar V} = f(fxor v}

o T/2
2m2e |V, = V.| da’
+ 5 2 g S(Q‘.",V) 5in CC“ d(‘,‘t"
i '
q o <BTg> Vo sin a
a a’

o

A l'intérieur du céne de perte, suivant Kennel
et Petschek (1966), nous supposons gue S est négligeable
et que les particules gqui entrent dans le céne de perte

par diffusion, sont perdues en un temps Te = TB/4, ol TB

est la période d'aller-retour des particules entre deux
points miroirs. Ceci nous conduit 3 choisir :

(IIX,14) Pla, v) = £(o, v} / T,

f{a, v) &tant la fonction de distribution 3 l'égquilibre.
Nous obtenons alors pour ag Ay €1

(I1I,15)

8o i~
oo
[\%]

1] [ %]
Qir
&l
jo3 1 F)
jo]

A
[5e]

B
v
lm
RQith
]
Fh
~
H
It
O

(#) Ceci suppose que le seul terme de perte des particules
est di aux collisions 3 basse altitude (g 100 km), au
niveau des points miroirs, avec les particules de 1'at-
mosphére. On néglige en particulier, dans le cas des
interactions i-L, les phé&noménes d'échange de charge
qui sont vraisemblablement importants (Liemohn, 1961 ;
Smith et al, 1976) et dont les conséquences du point
de vue des interactions entre ondes et particules ne

sont pas alors négligeables (Gregory, 1971 ; Cornwall,
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qul se raméne d& une équation de Bessel dont la solution est :

(ITI,16) fla, v) = X(v} I_(a/vVDT' )

ol IO est la fonction de Bessel modifiée de lére espéce et

2 <B2f> Vg) / 2m° [Vr - Vg] est le coefficient

de diffusion des ondes.

ol D = (g

i
Les conditions de continuité au bord du cdne de !
perte (o = o ) de f(a, v) et %g (@, v) permettent de déter- E
miner X(v) et fla_, v). :
|
|
|
i

Si nous spécificns la source S nous pouvons alors
obtenir grice aux formules (III,11), (III,13) et (III,16)
le champ stationnaire des ondes et la fonction de distri- s

bution des particules 3 l'équilibre.

‘ Dans la réf., III, nous avons choisi une source
de la forme ;: -

K dn ' 2 ;
i

1 2 . P v
(rrx,17) Sfa, v) = P — —) sin o exp{- ——
w3/2v3 ng dt vz )
|

o] Q

ol Kp est un coefficient tel que la source, intégrée sur

dn
l'espace des vitesses, soit normalisée 3 %— a%z‘
o

forme est semblable & celle des fonctions de distribution [

1
i
Cette ;

que l'on peut observer dans la magnétosphére (cf. Chap.II),

mais nous introduisons en plus une écheé%g de temps (car 8
est homogéne 3 f£/t) 4 travers le terme T qui traduit
d'une maniére phénoménologique 1l'intensité de la source.
Nous reviendrons sur ce point lors de la discussion criti-
gue concernant, en particulier, le cas stationnaire (para-

graphe III.5).
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Nous allons maintenant donner les principaux
résultats obtenus dans la r&f.IIX, avec le choix de (III,17)
pour S{a, v).

ITI.4.b - Principaux résultats des calculs

A partir de (III,1ll) nous obtenons une expression
pour le spectre des ondes &mises <B2f>, dont nous donnons
un exemple sur la figure 4. Des expressions analytiques
simpes (&quations 12, 13, 14 de la réf.III) permettent
d'obtenir la forme du spectre des ondes, la fréquence pour
lagquelle la puissance des ondes est maximale et la valeur
de cette puissance, tout ceci en fonction des paramétres

o dn,
caractéristiques de la source (EO, _EE) et du plasma ambiant
BO). En adoptant un certain modéle de variation de Eo
et BO avec la distance géocentrique on obtient la formule
simple suivante :

(III,18) <B

13

ol k est un coefficient numérique ~ 8 x 10 lorsque n, et

n, sont exprimés en m—3 et <B2f> en (p‘I‘)2 qul.
La dépendance de <Bzfmax> en fonction des diffé-
rents parameétres, de n_ en particulier, a fait l'objet

o
d'études expérimentales récentes dont nous discuterons les

résultats un peu plus loin.

Puis nous calculons, connaissant <B2f>, la fonc~-
tion de distribution 3 l'é&quilibre d'aprés (III,13) et
(LII,16). Nous repré&sentons, sur la figure 5, cette fonction
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de distribution en fonction de l'angle d'attaque et pour
, dn2 )

différentes valeurs du terme T d'intensité de la source.
Sur cette figure il est facile de saisir certains résultats
caractéristiques des calculs. Lorsque 1l'intensité de la
source est "faible" il y a peu de particules dans le cdne
de perte et la fonction de distribution est anisotrope.

dn |
at-
donc la diffusion devient plus intense, et le c6ne de perte

Mais a mesure que croft l'intensité des ondes augmente,

se remplit. La fonction de distribution tend 3 devenir iso-

trope. Nous passons ainsi du régime de diffusion faible

caractérisé par une fonction de distribution anisotrope

dans le cbne de perte, au régime de diffusion forte carac~

téris€é au contraire par une fonction de disttibution quasi-
isotrope & 1l'intérieur du cBne de perte. Un tel phénoméne
est effectivement constaté expérimentalement. En périocde
d'agitation magnétosphérique (flux &levé des particules
piégées, émissions €lectromagnétiques intenses), la distri-
bution est quasi~isotrope & 1'intérieur du céne de perte.
L‘expliqation physique en est simple. Comme nous avons im-
posé un &tat stationnaire, l'amplification des ondes dans
la région d'interaction doit compenser exactement les per-
tes d’'énergie des ondes, dues i une ré&flexion imparfaite.
Le coefficient d'amplification est donc déterminé par 1l'é-
quation de conservation des ondes et on trouve d'apreés
(ITI,4) y = % g g(R). D'autre part l'expression générale
de Y peut s'écrire d'aprés (II,10) ‘sous la forme ¥y n x A
ol n est le pourcentage de particules résonantes et A l'ani-
sotropie. Si le nombre de particules résonantes fourni par
la source est "faible" n est "petit" et A doit Atre "grand"
ce qui se traduit par une fonction de distribution station-

naire anisotrope. Nous obtenons &videmment 1'effet inverse
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dn

si 3t augmente car " a tendance 3 augmenter et la fonction

de distribution tend 3 devenir isotrope.

Un autre aspect de ce méme processus peut se com-
prendre d'aprés la figure 6, sur laguelle nous représentons
le flux omnidirectionnel piégé (o > ao) des particules
chaudes, calculé & partir de (III,13), en fonction de 1'in-
tensité de la source. Tant que la source n'est pas trop
intense il suffit d'augmenter le flux précipité (asa)
pour compenser toute augmentation de l'intensité de 1la
source et nous obtenons des &tats d'équilibres qui se ca-
ractérisent par un flux piégé identique (zone de diffusion
faible). Ceci correspond ad la (pseudo)=-limite du flux pi&gé
introduite par Kennel et Petscheck (1966). Mais au dela

d'une certaine intensité de la source le cdne de perte se
’ » dn

remplit (voir figure 5) et & chague valeur de gE corres-

pond un &tat d'équilibre avec une valeur différente du f£flux

piégé (zone de diffusion forte), ce qgui se traduit sur la

figure 6 par la partie montante de courbe de flux. Les ré-

sultats expérimentaux portés sur la méme figure (O0'Brien,

1964 ; Hess, 1968) confirment nos calculs théoriques.

A partir du rapport entre le flux piégé et le
flux précipité, nous pouvons calculer le temps de vie des
particules TL’ qui représente le temps moyen gu'une parti-
cule d'énergie donnée met pour &tre diffusée dans le cdne
de perte ... et perdue. Pour L = 4, par exemple, nous ob-
tenons (T;, en secondes) :

(IXI,19) T, =
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Nous représentons sur la figure 7 ce temps de vie
en fonction deJJéhergie des particules, et pour différentes
intensités de la source. Il apparalt clairement d'aprés
(IIT,19), et sur la figure 7, que T; décroit lorsque

dn :
J£- C©roit et qu'il tend alors vers un "temps de vie mini-

mum" .,

(II1,20) T . = ~

Le temps de vie donne aussi l'ordre de grandeur
du temps nécessaire pour atteindre l'égquilibre station-
naire. Nous comparons, sur la figure 7, ce temps 3 un-
temps caractéristique de dérive des particules (TD/ZO) a
travers la zone d'interaction {(gque nous limitons arbitrai-
rement & v 18° d'extension en longitude)}. Nous constatons
que si l'intensité de la source devient trop faible les
particules ré&sonantes ne peuvent atteindre un équilibr@
de diffusion stationnaire dans le temps qu'elles mettent
d dériver & travers la zone d'interaction. Ceci pose le

probléme de l'estimation des effets transitoires.

Un autre résultat important des calculs est que
le flux piégé stationnaire ne dépend pas de la densité de
plasma froid ng. L'idée selon lagquelle une injection de
plasma froid aurait des effets importants sur le flux piégé
et la précipitation des particules (Brice, 1970, 1971),
idée qui avait &té contestée dés l'origine par Gendrin
(1971, 1972), ne peut donc s'appliquer éventuellement qu'
au cas des phénoménes transitoires. Il importe donc d'es-

timer les effets correspondants (cf. III.3 et ré&f.VI).
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Une é&tude phénoménologique ultérieure de 1l'in-
“teraction entre ondes et particules (Schulz, 1974) a fourni
des résultats semblables & ceux gue nous avons exposés ci-
dessus, en particulier pour la variation du flux piégé en
fonction de 1l'intensité de la source. Parce gu'elle est
purement phénoménologique une telle &tude ne permet cepen-
dant pas d'obtenir des formules aussi détaillées que celles
due nous avons obtenues, en particulier pour 1'&nergie spec-
trale des ondes ou pour la fonction de distribution des

particules & l'équilibre.

TIT.4.c ~ Confirmations expérimentales récentes de la

théorie,

Des résultats de mesures obtenues avant 1973 3
bord de satellites ou de fusées sont discutés dans la
réf.11I. Ces mesures sont en général en bon accord avec
nos calculs. Nous insisterons ici sur des comparaisons
avec des mesures plus récentes portant sur la dépendanée
du champ des ondes en fonction des paramd®tres du plasma

magnétosphérique.

Chan et Holzer (1976), Holzer et al (1976} ont
obtenu & bord du satellite 0G0 5 des mesures simultanées

au voisinage du plan &quatorial et pour des distances gé&o-

centriques telles gque 3.5 < L < 6, de la densité de plasma

froid n.y du flux des particules chaudes, et de 1'énergie

spectrale des ondes amplifiées par ces particules. Iblzer et

al (1976) peuvent ainsi tester la relation (I11,18). Ils
dn

dt
ximativement indé&pendant de L, les mesures &tant faites

supposent pour cela que le terme de source est appro-

durant une période de temps uniformément calme. Un exemple
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des résultats qu'ils obtiennent est illustré par la figure 8.
Nous wvoyons, sur cette figure, gue les changements de sens
de variation du champ des ondes en fonction de L sont assez

bien rendus par notre expression théorique (III,18).

Un autre point intéressant, mais plus difficile

& interpréter, des résultats de Holzer et al (1976) est le

suivant. Ces auteurs trouvent empiriquement une autre ex-
. - o 2
pression possible pour représenter les variations de B £

en fonction de L, ng et j, flux des particules résonantes ;

' 2 2
(ITT,21) B geE Ny 3

Les résultats obtenus par (III,21) sont assez
semblables 3 ceux de la figure 8. D'un point de vue théori-
que leur explication fait référence 3 nos calculs sur le
flux des particules pidgées. Celui-ci peut s'écrire (r&f.III)
sous la forme

(I11,22) 4§ = j, + iy
jl est le flux "limite" indépendant de la source et qui

donne la partie horizontale de la courbe de la figure 6 ;

jo un flux qui dépend de l'intensité de la source :

dn
A 2. P
(ITT,23) iy = K(_EE

ol p = 1/2 en diffusion faible et p = 1 en diffusion forte :
Kk est une fonction de L. 'jz donne, en diffusion forte esg~-
sentiellement, la partie montante de la courbe de la figure 6,
Comme les mesures donnent un flux j des particules résonantes

de plusieurs ordres de grandeurs en dessous du flux "limite"
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jl, Holzer et al écrivent en diffusion faible (source faible):

an 1/2 N
(ITI,24) e vk

ce qgqui leur permet de trouver i partir de (III,18) la formule:

B% o n 3% L7Y/2
veisine de (III,21). Une telle justification théorique est
cependant peu claire, mais nous suggérons, d'aprés les indi-
cations gue donnent les calculs de la réf.vr concernant les
effets transitoires, une exﬁlication. La source étant faible
durant les mesures, 1'équilibre stationnaire n'est pas atteint
(cf. discussion sur le temps de vie dans III.4.b). Dans ce
cas le terme j1 de (ITI,22) (gui ne dépend pas de la source) ,
dépend du temps et est fortement diminué par rapport 3 sa va-
leur limite stationnaire. Au contraire le terme j2 dépend de
la source et pas du temps (comme la source) ; la formule’
(IIT,21) en découle.

Holzer et al (1976) discutent aussi les hypothéses

de base de nos calculs, c'est-3-dire :

1) propagation des ondes parallé&lement 3 ﬁ; H

2) é&tant stationnaire.

Tls concluent que les ondes se propagent & peu prés
parallélement 3 B; dans la région d'interaction (qui est voi-
sine du plan &quatorial) A cause des forts gradients trans-
verses du plasma froid et que, d'autre part, le coefficient R

doit &tre pris au sens large pour tenir compte des différentes
POssibilités de perte et de réflexion des ondes.
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Tls estiment aussi que, quoique 1'équilitre sta-
tionnaire ne soit pas forcément atteint parce que la source
est faible les ré&sultats n'en semblent pas affectss. Ceci
ressort aussi, d'un point ‘de vue théorique, du probléme des
effets transitoires : nous pouvons dire, sommairement, gue
le champ des ondes dépend lentement du temps mais que sa
dépendance vis-a~vis des paramdtres magnétosphériques reste

semblable 3 celle du cas stationnaire.

Nous allons, dans le dernier paragraphe de ce cha=
pitre, discuter certains aspects des calculs précédents,
aspects qui justifient quelgue peu les &tudes du chapitre IV.

IIT.5 - ROLE DE LA DERIVE AZIMUTALE ET DE LA CONVECTION DES
PARTICULES CHAUDES.

Nous avons introduit dans le cas Stationnalire un

. dn .
terme d'intensité de source agg. Nous avons wvu aussi que le
temps caracté&ristique nécessaire pour atteindre un équilibre

stationnaire dépend de g;“r et doit &tre comparé i un temps
caractéristique de dérive des particules & travers la région
d'interaction. On congoit donc, que plutdt que d'introduire
phénoménologiguement une source de particules et une échelle
de temps pour la dérive des particules, il faille normale~
ment traiter le probléme de l'intefaction entre ondes et
particules chaudes dans la magnétosphére, en tenant compte
des mouvements de dérive de ces dernidres dans les calculs.
Ceci implique en particulier la conservation du terme d'in-

homogénéité Eé (dans certaines directions de 1l'espace) dans
or '
1'équation (III,1).
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Les mouvements de dérive des particules ont des
causes vari€es. Ils peuvent &tre dus & des champs électro-
statiques ou électromagnétiques de basse fréquence qui en-
trainent une diffusion radiale des particules. Dans ce cas
il faut adjoindre & l'équation de diffusion en angle d'at-
taque une équation de diffusion radiale en L (Falthammar,
1968 ; Roederer, 1970 ; Cornwall? 1975). Mais les effets
principaux pour les particules que nous considérons (E ~
10 - 100 kev) sont dus aux champs statigues électrique et
magnétique. Le champ &lectrique statique de convection qui
s'@tablit lors des sous-orages magnétosphériques a pour
conséquence une pénétration radiale des particules 3 partir

de la queue de la magnétosphére, tandis que le champ magné-

tigque B; impose une dérive azimutale simultande (£ig.9).
Nous allons, dans le chapitre suivant, étudier les effets
de ces mouvements des particules sur leg fonctions de dis-

tribution et sur les interactions ondes-particules.

*11 est intéressant d'analyser rapidement le travail de Cornwall (197%),

qui est une tentative pour coupler la diffusion radiale des particules (qui
joue le rdle de la source S) 3 leur diffusion en angle d'attaque. Le traitement
de ce probléme est réalisé, sans sipposer un état stationnaire, par une méthode
semi-phénoménologique. Cornwall part des &quations de diffusion et de consep-
vation des ondes du type (III,I) et (III,4), en incluant dans (I1T,1) un
terme de diffusion radial et un terme de perte par &change de charge (voir
note du paragraphe III-t4-a). Puis il prend les moments <N>, <NE>, <NE,> de

la fonction de distributicn-des particules; N est la densité des particules
énergétiques, E et E, les énergies totale et perpendiculaire 2 By. Il obtient
trois équations d'évolution pour ces moments grice i 1'équation de diffusion.
Il fait ensuite un certain nombre d'hypothdses, pour fermer ce systéme d'équa-
tiens, qu'il serait trop long de discuter ici. Cornwall arrive en particulier

au résultat sulvant : il existe une valeur critique B, du paramétre de pression B

du plasma chaud (voir fovrmule I1,32) en-~dessous de laquelle il ne peut y avoip
d'ondes amplifiées et de pertes de particules par diffusion en angle d'attague.
L'équilibre dynamique de la population de particules est alors uniquement
déterminé par la diffusion radiale et le processus d'échange de charge. Iletis-
tence de B, est équivalente 3 M'«istence d'un flux critique des particules
présentes dans le milieu, en-dessous duguel il n'y 2 pas d'interactions ondes-
particules., Pour des valeurs de B et A voisines de l'unité, ce flux critique
est inférieur mais proche de la valeur limite obtenue par notre calcul station-
naire. Par contre, pour d'autres valeurs de ces paramétres, le flux critique
Peut 8tre notablement inférieur au flux stationnaire. Ce caleul de Flux critique
doit 8tre relié au probléme de 1'énergie et de l'anisotropie fournies par la
source de particules,et au probléme des effets transitoires.
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CHAPITRE IV -~ DERIVE AZIMUTALE ET CONVECTION DES PARTICULES CHAUDES

SOUS L'ACTION DES CHAMPS MAGNETIQUE ET ELECTRIQUE STATTQUES. CONSFQUENCES

SUR LES INTERACTIONS ENTRE CONDES ET PARTTICULES.

Nous allons, dans ce chapitre, &tudier certains aspects de la dérive
azimutale et de la convection des particules énergétiques dans la proche
magnétosphére, et les effets qui peuvent en résulter sur les interactions
entre ordes et particules.

Pour alléger la rédaction, nous désignerons par convection {au sens large)

tous les mouvements des particules, y compris la dérive azimutale quoique,
strictement parlant, la convection ne concerne que les effets des champs
électriques statiques (ou "lentement" variables dans le temps) sur les parti-
cules.

le difficile probléme de la convection des particules est encore loin
actuellement d'étre résolu glcbhalement, car sa solution exige, entre autres,
1l'établisserent de modéles de champs magnétique et 8lectrique 3 trois dimensions,
1'évaluation de l'importance des variations dans le temps de ces champs et
aussi de l'importance des liaisons ionosphére-magnétosphdre. On peut cependant,
moyennant un certain norbre d'hypothéses simplificatrices, en étudier relati-
vement aisé@ément certains aspects (Atkinson, 1972; Pellat et Laval, 1972;
Vagsyliunas, 1972, 1975).

Nous supposons que nous pouvons découpler les deux aspects : convection et
interactions entre ondes et particules. En toute rigueur cela n'est pas vrai,
mais il y a cependant des régions ol 1'on peut supposer que la diffusion dle
aux interactions que nous avons étudiées précédemment est négligeable, par
exemple lorsque la densité du plasma froid est "trop faible" (cf. Chap. II).
Nous pouvons donc considérer que les particules chaudes venant de la queue de
la magnétosphére, péndtrent par convection dans la proche magnétosphére et que,
rencontrant alors des régions de plasma froid relativement dense, comre le bord
externe de la plasmapause, elles interagissent avec les ondes. Nous déduisons
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de ces études des mouvements macroscopiques des particules chaudes certaines
congéquences pour les interactions ondes-particules, simplement en calculant
les fonctions de distribution et les coefficients d'amplification des ondes

comme fonction de 1l'espace et/ou du temps.

Nous &tudions d'abord le cas de la dérive azimurtale pure des particules
en fonction de 1'espace et du temps en 1'absence de champ électrique (Chap.IV-3A};
puis le cas de la dérive radiale et azimutale en présence de champ &lectridue |
mais avec une hypothdse de stationnarité par rapport au temps (Chap. IV-B).
Tous les calculs qui sulvent sont faits en considérant des protons et des
ondes cyclotroniques ioniques, mais il est &vident que nous pourrions développer
des calculs semblables pour des &lectrons et des ondes cyclotroniques &lectro~

niques.,

Tv-A Dérive azimuitale pure des particules chaudes (réf.IV) et (réf.v).

IV - A - 1 Position du prcblame

Nous considérons des protons qui dérivent azimutalement, la distance
géocentrique de la trace de leur mouvement dans le plan égquatorial restant
constante (L = cte) . Dans un champ magnétique axisymétrique, ces protons
restent donc sur une coquille magnétique déterminée. Cette dérive est die
au gradient et 3 la courbure du champ magnétique 1—50. Les calculs qui suivent
sont valables en 1'absence de champ &lectrique, ou lorsque 1'énergie cinétique
des particules considérées est suffisamment grande pour que la dérive azimutale
dle au champ magnétique (qui dépend de l'énergie des particules comme on le
verra plus loin) domine camplétement la dérive azimitale et radiale diie au
champ &lectrique (qui ne déperd pas de 1'énergie des particules), Dans ce cas,
la fonction de distribution des particules est solution d'une équation du
type (III,1), dans laquelle nous négligons la diffusion et les sources de
particules mais conservons le terme d'inhomogénéitsd dd 3 la dérive @imutale :

af . of
(IV—A,I) E + q)D -3_5 = 0

L'angle ¢ est la longitude comptée positivement vers l'ouest 3 partir
du minuit local, puisque nous nous intéressons dans ce chapitre & des protons
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chauds qui dérivent vers l'ouest (cf. fig. 3 et 9). ¢D est la vitesse
angulaire de défive dans le plan équatorial, moyennée sur un aller-retour
des particules le long de la ligne de force de go'

Nous supposcns que se produit & un instant initial t = 0 une injection'

instantanée de particules centrée en ¢ = 0, de largeur caractéristique A¢
et sur une coquille magnétique L donnée (figure 9). Nous choisissons la
fonction de distribution initiale des protons chauds sous la forme :

(VI - A,2) £(v,a, ¢,t=0) = (n]/n)

ber/v) ™ [ = (w97 | sin®™ o fexp - (/00

-~

f est normalisée & (nclj/no) ; ce qui donne

b= [ 1/m%? vé T'm+ 1) ]

n‘i est la densité initiale des protons chauds pour ¢ =0 et n, la densité
du plasma froid. Nous supposons par la suite que le champ magnéticue ﬁo
est dipolaire. Dans ce cas, la vitesse de dérive peut se mettre sous 1a

forme (Hamlin et al., 1961) :

(VI - A,3) ¢p = @ v? N + o, sino)
avec a= (3/2) (m/q By roz)
ro =L Re
c, = 0.7 c, = 0.3

1 2

R, rayon terrestre (2 6,370 km); B_, champ magnétique éguatorial & la

distance r = r_; B_, mesuré en gammas (ly = 107° Tesla) s'exprime par :

3
= 3 .:.I:.
B0 = 3].1 x 10° x (I..)
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D'aprds (IV - A,1}, nous avons pour tout £t > 0 3

(IV = A,4) £ (v, 0, 9, B) = (ncf /m) b (v/v) 2l i n?™My exp[-(v/vo)z]

exp l - [cib - avit (cl +cy Sil‘lOL)]z/ (Ad) 2 I

Nous allons calculer certains moments de cette fonction de distribution
(densité, vitesse thermique), puls la relation de dispersion des ondes cyclo-
troniques ioniques.

IV - A - 2 = Calcul de la densité et de la vitesse thermique

Pour la densité&, nous avons par définition :

/2 o

(Iv-a,5) nl(q), t) = 41rno j j £(v, o, ¢, t) vP sinadvda
o o

Nous donnons en annexe (A2) le calcul détaillé de cette expression
ainsi que celle de la vitesse thermique. Nous nous contenterons ici de
donner le résultat du calcul dans un cas simple. Nous considérons le cas
des temps "longs", qui est le plus intéressant, pour lequel

(IV - A,6) avétm¢>1\¢

ce qui correspond a4 la sortie de la largeur initiale d'injection pour les
particules de vitesse caractéristique Ve Nous prenons de plus m = 1. Nous
obtenons alors, compte temu des valeurs numériques de = et Cy *

(TV - A,7) ny (6,t) = (4/3)n) (AY/4)

($/0.85 avé t)Sf?- exp -{¢/0.85 avé £)
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1Le maximum de cette expression pour une longitude ¢ fix&e est obtenu
pour un temps t tel que :

(IV - A,8) ¢ = 0.85 . (5/2) avg t
et ce maximim vaut :

(IV - A,9) n, = (8/9) ng

Pour la vitesse thermique, nous avons par définition :

(IV - A,10) <> (¢, t) =[47m /n; (4,0) ]

T/ 2 o0 ’
. j‘ j f(v,a, ¢, t) v* sina dv do
< O

Pour £ = 0, nous cbtenons facilement :
(IV -~ A,11) w?> (¢, £=0) = (m+ %) vZ

et dans le cas des temps "longs" :

(IV - 2,12) w?> (¢, £) = V2 (p/av) t)

quelle que soit la valeur de m.

Cette dernidre formule s'interprdte aisément. A ure longitude ¢ donnée,
nous voyons d'abord passer, aprés l'injection, les particules de haute &nergie
qui dérivent le plus rapidement d'aprés (IV - A,3), puis des particules
d'énergie décroissante.

Nous avons représenté les variations de la densité ny (¢, t) et de la
vitesse themmique <v?> (¢, t) sur la figure 10, pour des valeurs habituelles
des paramdtres ilnitiaux dans la magné&tosphére.
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IV ~ A - 3-Coefficient d'amplification des ondes pour des interactions

ionigques cyclotroniques (i-I.)

) L'étude d'une relation de dispersion compléte, dans le chapitre IT,
a montré que l'amplification des ondes est produite par des protons pour
lesquels V’]:_/vC> 2 1 et & la condition que la densité du plasma froid ne
soit pas trop "faible". La fonction de distribution (IV — A,4) n'a pas
la forme analytique simple de la fonction (II,14), par exemple; cependant
les conditions ci-dessus sont peu sensibles d la forme exacte de la
fonction de distribution, camme nous l'avons souligné dans le chapitre II.
Nous utiliscons donc, pour la partie réelle de la relation de dispersion,
la formule (II,7}, et camme coefficient d'amplification celui donné par
(IT,11). Toutes les quantité&s sont calculdes a.vec la densité totale n, + n, .

Nous commencons par donner 1'expression de 1l'anisotropie A en partant

de la formule (IT,13). L'expression exacte de A est dornée dans 1'appendice A2.
Nous &crivons ici une expression valable pour les temps "longs" (at Vr2 N
> Ap) s

(IV - A,13) AV, ¢ ,£) = (m+1)/ Y2+ 0.3 (¢/av02 t)
[1 - (0.7 a t v.2/ ¢)]- 1

Cette formule n'est cependant pas valable pour les temps trés longs.
Nous avons représenté sur la figure 10 la variation de 1'anisotropie en
fonction du temps, calculée d'aprés la formile exacte (sur cette figure
la formule (IV-1,13) s'applique approximativement pour 1000s< t < 3000s).

On voit que cette anisotropie commence a croitre, phénoméne qui provient

de ce que les particules de forts angles d'attaque dérivent plus vite que

les particules de faibles angles d'attaque. Mais le temps g'écoulant et
1'injection &tant instantanée & t = 0, donc arrétée ensuite, en un point

de longitude donnée ¢, il ne se met plus 3 passer que les particules d'angles
d'attaque faibles, et l'anisotropie décroit.

A partir de la formule (II,11), nous cbtenons le coefficient d'ampli-
fication des ondes. La formule compléte est domnée dans 1'appendice A2. Nous




donnons ici la formile valable pour les temps "longs" avec la méne restric—

tion que pour 1'anisotropie :

(IV - A,14) V/wgy = [ﬂ/r(m + 1)] (n3/n, + n,) [(1 -x)2/ (2 - x)]
, kL
Ad v v i
( -—) - =2 e [ —(¢/atv02)] ( - )
0] vo VA : atvo
z; o 2 X
0.7a t V v
1- —E ) [exp(-0.3 -5-) AWV,) -
( ¢ ; voz' ] [ r 1 - x ]

Dans cette formile, 'A(Vr) est donnée par (IV-A,13). D'apréds (IV-A,l14)
le maximm de v par rapport 3 la fréquence est cbtenu pour une valeur de la
vitesse résonante Vr telle que :

(d/a t voz)

0.7m+0.3 (}p/atvoz)

(IV - A,15) (vrz/voz) ~

Par ailleurs, la fornmle (II,9) de la vitesse résonante donne :
(Tv-A,16) 1/x = (Vr/VA) + (3/2)

A partir de ces deux dernidres formules, nous pouveons donc, en fixant
le paramgtre (VA/VO) , calculer la fréquence la plus amplifiée en fonction
du temps et de la peosition azimutale ¢. Un exemple d'un tel calcul, que nous
discutons dans le paragraphe suivant, est donngé sur la f£igure 11.

Nous allons maintenant examiner quelques conséguences des résultats des
calculs précédents, afin de les comparer 3 des données expérimentales pour
les ondes et pour le flux desparticules.
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IV - A - 4 - Comparaison des calculs avec 1'expérience.

Comme premiére application, considérons les rxésultats du calcul de
la fréquence réduite la plus amplifi&e au cours du temps xM(,t y0) 3 une
position ¢ donnée (figure 1l). On constate que cette fréquence augmente
avec le tamps. Cepehdant cet accroissement a des conséquences faibles
parce que la valeur correspondante de y décroit rapidement de part et

d'autre de sa valeur la plus é&levée (nous avons porté les valeurs du
coefficient d'amplification vy, correspordant a xMw,q)) , sur la figure 11).
Ie méme phénoméne se reprodult identiquement aux différentes longitudes
avec une attémuation de y lorsque ¢ croit, die A& 1'étalement croissant
des particules injectée (sur la figure 11, comparer les courbes cbtenves
pour ¢ =90° et ¢ =120°).

Remarquons de plus que deux effets tendent 3 réduire encore l'accrois-
sement de xM(t) avec t :

1/ Nous n'avonspas tenu campte de 1'anisotropie dans la formule (IV - A,15),
ce qui est une approximation habituelle. Or cette anisotropie décroit avec t,
et comme elle intervient dans y par le terme [A - x/ (1--x)] ceci contrarie
1'accroissement de x,(t) (un effet un peu semblable apparalt dans la

formule (IT,24) donnant le maximum de y dans un cas indépendant du temps).

2/ L'expression (IV - A,2) de la fonction de distribution suppose une injec-
tion instantanée des particules sous la forme §(t) en tout point ¢. Il est
évident qu'une injection non instantanée conduit 3 une atténuation des effets
cbservés. En particulier guand 1l'injection devient permanente, on tend vers
un état stationnaire pour lequel Xy MR dépend plus du temps.

La faible variation de xMu:,cp) avec t, 4 une position ¢ donnée, est
en bon accord avec les mesures d'ondes UBF ( £ v~ 0.1 Hz) obtenues i bord
du satellite g@ostationnaire ATS-1 (McPherron et al., 1972; Bossen , communi-
cation privée, 1975). En effet, ces enregistrements présentent une fréquence
qui ne change pratiquement pas au cours du temps (pendant un temps suffisam-
ment court, de l'ordre de l'heure, cependant ,afin que les conditions générales
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de la magnétosphére ne varient pas sensiblement).

Il est intéressant de noter que les résultats théoriques et expérimen-—
taux ci-dessus infirment certaines idées s'appuyant sur les variations

rapides des moments caractéristiques de la fonction de distribution
(figure 10), pour expliquer la montée en fréquence au cours du temps de
certaines émissions enregistrées au sol (IPDP) (Fukunishi, 1969). Nous
verrcons dans le chapitre IV-B qu'il faut plutdt relier ces émissions &
1'effet de dérive radiale diie au champ Electrique statique.

Citons aussi les résultats de travaux théoriques récents proches de
nos calculs et qui sont en accord avec ceux—ci. Il s'agit d'une part de
calculs numériques (Lin et Parks, 1976), d'autre part d'un travail analy-
tique et numérique (Jentsch, 1976). Dans ce dernier travail, l'auteur ne
calcule cependant pas la frégquence la plus amplifiée xM(t) , ni le coeffi-
cient d'amplification maximum correspondant, mais seulement celui obtenu
pour une fréquence fixée par avance; mais par ailleurs il considére
certains effets diis & 1'introduction d'un champ magnétique non—dipolaire
(mod&le de Mead) ou d'un champ é&lectricue statique (11 faut relier ce
dernier cas & notre chapitre IV-B).

Une deuxiéme application de nos calculs (traitée en détail dans la
ré&f.V) concerne les déformation des fonctions de distribution au cours de la
dérive azimutale des particules. Partant de l'expression (IV-A,4), nous
étudions, pour une position ¢ donnée, l'évoluticon au cours du tamps de la
fonction de distribution en angle d'attaque o, pour une énergie donnée.
A cause de la dérive différentielle en angle d'attagque (cf. formule (IV-A,3)),
la fonctlon de distribution, & une position ¢ donnée, qui présente d'abord
un maximum pour o = m/2, va ensuite présenter un minimm pour o = 7/2 et
deux maxima a, et m= oy symétriques par rapport & m/2 {0 < o < m/2). Ces
maxima se déplacent au cours du temps (figure 12). L'instant pour lequel la

fonction de distribution est maximale aux angles o, et 7 - o) est donné par : /
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2 1/2

Ag 0.7 + 0.3 siml
1+ [l + 4m('”" ) ) -
o) 0.3 (s:.mcl-s'.:l.nOtLc

2 av? (0.7 + 0.3 sina

(IV - A,17) (t/¢) =

l)

oll o~ est l'angle du cdne de perte. Nous camparbns ces calculs aux calculs
et aux mesures de Konradi et al (1973). Cette comparaison est résumée sur
la figure 13. Konradi et al. ont considéré la trajectoire individuelle des
particulles tandis que nous avons pris en compte les effets collectifs en
calculant la fonction de distribution par le théoréme de Liouville. Les
résultats des deux calculs sont différents dés que la fonction de distribu~
tion initiale est anisotrope (m # 0) et cela conduit en particulier 3 des
différences importantes pour les angles faibles (o, < 20°) . Nos résultats
indiquent donc 1'intérét de mesures des flux de particules pour des angles

faibles, car ces mesures permettraient d'avolr accés expérimentalement au
produit m{A¢)* et donc d'avoir des indications sur 1'anisotropie m ou la
largeur d'injection initiale A¢ des particules.

Nous allons maintenant é&tudier, dans la deuxieéme partie de ce chapitre,
les effets dlis & la présence d'un champ &lectrique statique. Toutefois,
corme nous venons de constater que les effets d'une injection dépendant
du temps sont falbles en ce qui concerne 1l'amplification des ondes, nous
supposerons une injection stationnalre, ce qui simplifie grandement les
calculs.




IV-B - CONVECTION DES PARTICULES ENERGETIQUES EN PRESENCE D'UN CHAMP

ELECTRTQUE DANS LE CAS STATTONMNAIRE (réf. VIT) =

Iv-B-1 ~ Position du probléme

On peut, en simplifiant beavcoup, se représenter la con~
vection des particules énergétiques venant de la queue de la magnsto-
sphére comme composée de deux phases successives. Dans une premidre
rhase les particules pénétrent radialement sous l'effet d'un fort champ
_ &lectrique de convection des grandes valeurs de (L & 10) jusqu'a des
valeurs de L plus faibles (L v 5). (La vitesse de dérive des particules
sous l'influence d'un champ électrique est :

F A2 2
Vb =B x BO / Bo-

dans le cas de variations spatiales et temporelles "lentes" des champs;
voir Roederer, 1970). Il s'établit donc un certain gradient de densité
en L. Puis dans un deuxiéme temps les particules se mettent & dériver
azimutalement sous l'effet du champ magnétique, tout en pénétrant ra-
dialement mais beaucoup plus faiblement sous l'effet d'un chamm &lec=
trique atténué. |

Nous étudions cette deuxiéme phase du processus} Cette
approche est différente de celles utilisées par ailleurs (voir, par
exemple, Ashour—-Abdalla and Cowley, 1974 ; Cowley and Ashour-Abdalla,
1975) ol le mouvement des particules est &tudié depuis son origine

(L v 10) . En étudiant seulement la deuxisme phase du processus nous
évitons une difficulté importante qui provient de la variation des
chanps &lectrique et magnétique avec le temps (Roederer and Hones,
1974} . En particulier on ne peut pas dans un modéle de convection sta-
tionnaire, reconstituer, en partant d'une source de particules située

a L 10, les fonctions de distribution chservées aux faibles valeurs
de L (Lnv4), '
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Donc nous nous domnons une fonction de distribution, & mi-
nuit dans le plan &quatorial, présentant un gradient de densité ra-
dial. Minuit est pris comme origine azimutale ¢ = 0. Puis nous calcu-
lons la fonction de distribution, résultant d'une convection station—
naire, en tout autre point (L, ¢ # 0) du plan équatorial. Nous
appliquons ce calcul 3 des mesures cbtenues 3 bord d'un satellite,
concernant les flux des protons énergétiques de 1'anneau de courant &
différentes heures locales. Puis nous calculons le coefficient d'am-
plification des ondes instables et nous en déduisons quelques consé-
quences pour les interactions entre ondes et particules.

Nous étudions le cas des protons énergétiques (10 - 100 kev)
et des ondes &lectromagnétiques cyclotroniques ioniques. Des calculs
semblables pourraient &tre faits pour les &lectrons énergétiques inter-
agissant avec le mode cyclotronigque &lectronique. |

Une &tude partielle de ce probléme a déjd &té effectuée par
KilvalSOﬁﬁéouthwbod (1975} . Ces auteurs ont calculé numériquement les
changements des fonctions de distribution résultant de l'effet des

champs magnétique et Electrique statiques.

Les calculs concernant ce chapitre sont effectués dans la
r&f.VII, jointe en annexe. Nous n'en reprendrons ici que les princi~-
paux résultats.

tout point (L, ¢).

Nous prernons la fonction de distribution 3 minuit (indice M)

sous la forme :

(Iv-B,1) £ (GM’ Vg LM" ¢M = Q) =

P
n, . (LM/Lg) o Vi 2m Yy o
o Q;—) lexp - = ] sin Oy

0 w3/2 vbB T {mt+1) O o
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f est normalisée & nl/no. n, est la densité des protons énergétiques

i une position donnée (Ll, ¢M = 0). n, est la densité du plasma froid,
qui dépend de L et ¢. v ¢ Vitesse caractdristique et m, anisctropie
initiale sont fixées pour CbM = 0 et sont indépendantes de L. Le terme
(L.N/Lg)p, dans legquel L, g est un facteur d'échelle, représente le gra-—
dient radial de densité pour ¢M = 0. Nous pouvons choisir p positif ou
négatif pour représenter les différentes situations expérimentales

possibles.

Pour calculer £ en tout point (L, ¢ # 0) nous utilisons
trois invariants du mouvement des particules, qui nous ?e::mettent
d'exprimer Cher Ve LM' en fonction de o, v, L, ¢ au point (L, ¢).
Alors avec le théoradme de Liouville nous écrivons :

£la, v, L, 9) T £ [o(a, v, L, 6, (o), Ly fees)]

Tes trois invariants sont dommés par la conservation de 1'
énergie totale % m v2 +q ¥(L, ¢) (¥ potentiel &lectrostatique) , le
premier invariant adiabatique VJ_2/B n (T}, le deuxi&me invariant adia—

batique f\;, ds (des &lément de longueur de la ligne de force de ﬁo) .

L'énergie potentielle &lectrostatique des protons s'écrit
sous la forme (Roederer, 1970} :

(Iv-B,2) q¥ =- (C/LR) -Cy LR, sin ¢

oll 1'angle azimutal ¢ est compté positivement vers 1'ouest (sens de
dérive des protons énergétiques) ; elle se campose des deux termes de
corotation (Cl} et de convection ('Cz) .

L'éxpression assez longue cbtenue pour £ (@, v, L, ¢) est
donnée dans la réf.VII (formule 14). Elle n'est valable que pour des
protons dont 1'énergie E 3 10 kev & la position considérée (L, 9) .

Nous en faisons une premiére application dans le paragraphe suivant.
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- courant.

Nous calculons le flux des protons d'angle d'attaque a = 90°

dans une certaine bande d'énergie :

.
2
(Iv-B,3) JL, 9, vy <y < Vor O = w/2) = n?[ E v" dv

Nous en déduisons une expression pour le rapport des flux a
minuit et 8 tout autre position locale :

(TV-B,4) T(L, &) / Iy, 4 = @WI)° [ow 2 ¢ ]

61 :
2 1+ ==
expﬁo[l-(l--gsl) 3]
' % 8y
(L _%el)m 3+ 0+59 8] -pa+-3
. Cy LR 8in ¢
avec g = 2 82
m, v
i
€ = e(v=vo)
€y = a(v=vl)
2C
ot s -— 2 1
m v
605 é‘(v=vo)
615 _6(v=vl)
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Le paramétre ¢ est 1ié au champ &lectrique de convection
(Cz) et le param&tre § au champ &lectrique de corotation (Cl)'

I] est facile d'interpréter physiquement 1l'effet des dif-
férents temmes de (IV-B,4) quand nous nous &cartons de minuit (¢
croit 3 partir de ¢M = 0) . L'accroissement du rapport des flux da
aux facteurs exponentiels (€ et 50) traduit 1'accélération des par-
ticules par les champs &lectriques de convection et de corotation ;
1l'énergie de ces particules peut alors dépasser El = %-mi vl2 et
elles viemnent contribuer au flux. Le dernier terme de (IV-B,4) est
ligé @ la pénétration radiale des particules et son effet dépend du
Signe et de la grandeur du paramétre p et de la grandeur du facteur
d'anisotropie m. Pratiquement, pour le gradient externe de 1'anneau
de courant (L > 4, p ~ (-4), m ™V 1) ce terme entraine une diminution
du flux alors que pour le gradient interne (p™~ 7 & 10, m ™ 1), il
contribue 3 l'augmentation du flux. Il est intéressant aussi de remar-
quer que si 1'énergie des particules augmente, c'est-i-dire si EO, €y
50, 51 tendent vers zéro, tous les effets disparaissent : les particu-
les de trés haute énergie ne sont pas sensibles au champ &lectrigue
(cf chapitre IV-A) et ne pénétrent pas radialement ; le flux est alors

indépendant de ¢ .

Les figures 14 et 15 illustrent la formule (IV-B,4). Nous
avons utilis@ comme source 3 minuit les mesures du flux des protons
énergétiques aprés un orage magnétique, obtenues par Frank (1970) 3
bord du satellite OGO 3. Nous avons alors calculd, en utilisant
(IV-B,4), le flux en résultant le soir (¢ = 7/2). En fait, pour la fi-
qure 14, la formule (IV-B,4) a &té lég@rement modifide afin de pouvoir
comparer nos résultats avec les calculs numériques de Kilvelscon et
- Southwood (1975) qui ont utilisé une fonction de distribution initiale
maxwellienne pour l'énergie. La courbe que nous cbtenons est alors pro—

che de celle de Kilvelson et Southwood lorsque nous choisissons des

valeurs identiques pour les param@tres initiaux vb,m.et pour les coef-
ficients Cl et C, du potentiel &lectrostatique. Nous montrons aussi,
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sur la figure 14, 1'effet obtenu en négligeant le champ de corotation
6 = 6 —3
( 1 o 0.

Sur la figure 15 nous montrons, qu'en choisissant correctement
le paramdtre v_ nous pouvons, en utilisant (IV~B,4) (non modifige), re-
produire les mesures du flux des protons cbtenues par Frank (1970) du
c5té soir (¢ = T/2).Ce flux augmente par rapport au flux observé & mi-
nuit : c'est ce que l'on désigne sous le vocable "asymétrie de 1l'anneau
de courant". La comparaison de nos résultats (ou de ceux de Kilvelson
et Southwood) avec les mesures de Frank n'est ndanmoins pas aussi va-

lable qu'elle pourrait 1'&tre s'il n'existait pas un délai de guelques
heures entre les mesures faites & minuit ét celles faites le soir,
alors que les protons énergétiques passent de minuit au soir en environ
une heure. Ce probléme, qui provient du fait que le satellite tourne
autour de la terre dans le sens contraire au sens de dérive des protons
énergétiques, apparait toujours avec des mesures faites en utilisant un

seul satellite.

Iv-B-4 - BAnisotropié A et coefficient d'amplification 'y des

ondes électromagnétidques cyclotronidues ioniques.

Les expressions de A et v sont cbtenues en portant la fonction
de distribution f£(a, v, L, ¢) résultant du phénomé&ne de convection,
dans les formules (II,11) et (I1,13). La forme campléte de ces expres—
sions est donnée dans la ré&f.VII en annexe (formules 21 et 22}. Nous
n'en discuterons ici que les traits caractéristiques.

L'anisotropie A apparait, en négligeant en premiére approxima-
tion les effets du champ de corotation, sous la forme :

(Iv-B,5) A(Vr) =m+ (3m - p) €, Ir




et

Il apparait clairement d'aprés cette expression que 1'aniso-

tropie, pour Vr, C, et L fix6s , va croitre lorsqu'on s'é€loigne de minuit
(¢ croit) dans le gradient externe de l'anneau de courant (L > 4,

m~ 0,5 pv (-4) ) et va au contraire décroitre dans le gradient in-
terne (L <4, mv 0,5 pn7 & 10). Cet effet est dli 3 ce que, & énergie
fixée, les particules de faibles angles d'attaque pénétrent radialement
plus profondément que les particules de grands angles d'attaque (C£. for-
mule IV-3A,3). Nous avons représenté sur la figure 16 cette anisotropie
en fonction de €. dans le cas du gradient externe de l'anneau de cou~
rant. Pour une position donnée (L, 9), A{Vr) est d'autant plus grande
que le champ de convection {02J est plus important ou que la vitesse ré-
sonnante Vr est plus faible. Il faut cependant noter, qu'en général,
_pour des valeurs caractéristicues de voetCy e 8 1/4 et 1'augmenta-
tion d'anisotropie relative est assez faible. Cette derniére remarque
souligne la difficulté qu'il y a & créer, dans un modéle de convection
stationnaire, des fonctions de distribution fortemht anisotropes.

En ce qui concerne le coefficient d'amplification v des ondes
il v a deux effets dis & la convection 3 considérer. Le premier effet
vient de }l'augmentation (ou de la diminution) de 1l'anisotropie discutée
ci-dessus. Ceci conduit & un élargissement vers les hautes frégquences
de v. Le deuxiéme effet provient de 1l'augmentation du flux, des parti-
cules lorsque ¢ croit & L fixeé (paragraphe IV-B,3 ; figures 14 et 15) i
et entraine un accroissement de y. A ces deux effets se superpose l'ef- ‘
fet important de la variation de la densité du plasma froid, Sur la fi-
gure 17 nous avons calculé le coefficient d'amplification en fonction
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de la fréguence réduite x pour différentes positions (L, ¢). Nous
partons de minuit (ci)M =0) avec L = 6 ; d cette position initiale
1'anisotropie choisie &tant m = 0.5, la fréquence critique (pour la-
quelle vy = 0 ; cf formule II,20) est X, = 1/3. Puis nous nous dépla-
cons vers le solr (¢ = m/2) 3 distance g@ocentrique constante. Nous
constatons que l'effet de la convection se tradult effectivement, com-
me nous 1l'avons indiqué plus haut, par un accroissement de vy et un
glargissement vers les hautes fréquences ; mais la fréquence corres-
pondant au maximum de Y ne change pas. Puls nous calculons ¥, toujours
pour ¢ = 7/2, mais & une distance gocentrique plus faible (L = 4) et
nous considérons que la densitd de plasma froid n_ varie en L
(Chappel, 1972). Dans ce cas nous constatons, en plus de l'accroisse-
ment de v et de l'élargissement vers les hautes fréquences (par rap-
port 3 la position minuit) un déplacement vers les hautes fréquences
du maximm de yv. Ce déplacement est essentiellement li€ 3 la varia-
tion de la densité du plasma froid (et de BO) avec L. Il souligne en-—
core une fois (cf. Chap.IT) 1'importance du rSle du plasma froid pour
1'amplification des ondes. '

Ces derniers résultats peuvent &tre appliqués aux @missions
UBF de type IPDP (Irregular Pulsations of Decreasing Period), que nous
avons déja évoquées dans le chapitre IV-A. Ces &missions sont caracté-
risdes, sur les enregistrements réalisés au sol, par un accroissement
de leur fréquence centrale (£ v 0.2 Hz 3 1.5 Hz) au cours du temps, eh
un temps caractéristique variant de vingt minutes 3 une heure (fig.18).
Ces &missions résultent vraisenblablement d'une interaction résonante
entre les ondes &lectromagnétiques cyclotroniques ioniques et des pro-—
tons énergétiques fraichement inject&s, dérivant radialement et azimu-
talement (Lacourly et Gendrin, 1967 ; Gendrin et Tacourly, 1968 ;
Gendrin, 1970). Leur changement en fré&quence est di & la variation en

fréquence du coefficient d'amplification en fonction de L (au sol, par
suite d'effets dus 3 1'ionosph&re on peut recevoir & une méme position
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des émissions se produisant sur différentes coquilles magnétiques). Le
temps caractéristique de montée en fréquence est 1ié & la dériwve diffé-
rentielle des particules : pour o = 7/2 la formule {(IV-A,3) donnhe
§(ra/s) = 2.35 x 107° L E(kev) .

Cependant une &tude approfondie de ces émissions exige & la
fois la prise en compte de la phase initiale d'injection des particules
(pendant laguelle s'établit le gradient de densité radial) et de la
phase de diffusion des particules (cf. Chap.IIT). Une telle &tude est
actuellement hors de notre propos.




"CHAPTTRE V- CONCLUSION

Tes résultats théoriques obtenus dans ce travail sont, dans
1'enserble, en bon accord avec les mesures faites § bord de satellites .
ou au sol. Dans le chapitre II nous avons souligné 1'importance du
plasma froid (c'est-3-dire de la position de la plasmapause ou éventuel-
lement de la présence de "nuages de plasma détachés") pour 1'émission
des ondes. Dans le chapitre III nous avons montrd que 1l'intensité du
champ magnétique des ondes cyclotronigues et le flux des particules pié—
gées, calculés d partir de la théorie quasi-lindaire avec une hypothése
stationnaire, sont proches de ce qui est obtenu par les mesures. Dans la
premiére partie du chapitre IV nous avons vu gue le résultat du calcul

de la déformation en angle d'attaque des fonctions de distribution au
cours de la dérive azimutale des particules est en bon accord avec les
résultats expérimentaux. D'autre part le calcul du coefficient d'ampli-
fication des ondes instables montre que, en un point (L, ¢} donné&, la
fréquence la plus amplifiée change peu au cours du temps, ce qui est
confirmé par les enregistrements des ondes 3 bord de satellites géos-
tationnaires. Enfin, dans la deuxiéme partie du chapitre IV, nous avons

introduit un champ &lectrostaticque de convection. Il en résulte 3 la
fois une dérive radiale et azimutale des particules énergétiques. Les
résultats du calcul du changement spatial des fonctions de distribution
permettent d'expliquer correctement 1l'asymétrie azimutale de 1'anneau
de courant des protons énergétiques (v 30 kev) et d'aborder le probléme
du changement en fréguence des émissions UBF de type IPDP.

Tous ces calculs ont &té faits avec un certain nombre d'hy-
pothéses simplificatrices. Dans le chapitre ITI nous avons supposé une
propagation paralléle 3 EE(: ; cependant les résultats cbtenus pour les
particules d'énergies moyennes (10-100 kev) ne semblent pas en &tre
trop affect8s. Ceci s'explique par le fait que dans ce cas 1'interac—
tion résonante la plus intense est obtenue pour la propagation paralidle
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a'ﬁo. Un calcul autoconsistant complet, avec une direction de propagation
quelconque semble trés difficile car on ajoute alors une dimension sup-
plémentaire au probléme de la diffusion. Ceci rejoint d'ailleurs le cas
des ondes électrostatiques (Ashour-Abdalla et Kennel, 1976) dont le vec-
teur d'onde k 3 deux composantes k, et k, . Un autre point important est
1'hypothése de stationnarité (par. III-4). Une solution simultande com—
pléte du probléme du calcul des spectres des ondes cyclotroniques émises
et de la diffusion en angle d'attaque des particules, dans un cas non-
stationnaire, reste encore & cbtenir (Cormwall, 1975 ; ré&f. VI). Une

telle solution est nécessaire pour &valuer les effets que peuvent pro-
duire d'éventuels changements rapides des paramétres du plasma magnéto-
sphérique (densité du plasma froid, par exemple). Ce probléme des effets
transitoires est aussi 1ié & la source des particules énergétiques (son
"intensité", son "anisotropie", etc...}. Les particules peuvent &tre
fournies par le processus de convection dont nous avons &tudié certains
aspects dans le chapitre IV. Les hypothéses simplificatrices dans ce
dernier chapitre sont essentiellement d'une part la statiomnarité du
processus de convection (IV-B)}, d'autre part le découplage entre les in-
teractions ondes-particules et la convection. Un traitement temporel sa~
tisfaisant de la convection exige la prise en compte de 1'interaction
entre le plasma inject&, le champ magnétique terrestre et le champ &lec-
trique de convection (effet diamagnétique en particulier). Le couplage
entre les interactions ondes-particules et la convection nécessite une
estimation des différentes &chelles de.temps : temps de perte des ondes
et des particules, temps caractéristiques d'injection de la source et
de dérive des parficules ; ceci est relié dans une large mesure au pro-
bléme de l'estimation des effets transitoires &voqué i propos du chapi-
tre TIIT,

Des enregistrements rapides (3 des intervalles de quelques
secondes) des spectres des ondes émises, plus nombreux (en particulier
pour les ondes ioniques cyclotroniques) sont nécessaires pour orienter
et vérifier) les calculs théoriques. Notons aussi 1'importance des me-
sures des flux des particules énergétiques de-faiblés angles d'attaque




(C£. Chap.IlIlI, diffusion faible ocu forte ; Chap. IV-A, &valuation de
1'anisotropie et de la largeur d'injection des particules). Ces der-
nigres mesures sont cependant difficiles 4 réaliser car elles exigent
des ré&solutions en angle d'attaque de l'orxdre du degré. Le satellite

- géostaticnnaire Européen (Geos), qui sera lancé cette année, fournira

de ce point de wue de nombreux renseignements précieux sur les ondes
et les particules.

Nous ne pouvons terminer ce mémoire sans &voquer aussi les
développaments récents concernant les autres planétes du Systéme So-
laire. Des mesures récentes obtenues par satellites (Pionneer 10, 11 ;
Mariner 10, etc...) ont montré que ces plandtes possédent aussi des
magnétosphéres (propres ou induites), assez senblables i la magnéto—
sphére Terrestre (Vénus, Mercure) ou trés différentes (planétes géan-
tes, en particulier Jupiter et Saturne) (Hill et Michel, 1975) ; dans
ce dernier cas les différences proviennent, dans une large mesure, de

la rotation "rapide" de ces planétes. Il est intéressant de noter, pour
finir, gue la diffusion en angle d'attaque semble jouer un rdle impor-
tant pour expliquer les précipitations des électrons relativistes de la
proche magnétosphére de Jupitér (Fillius et al, 1976). Nul doute que la
mise en orbite, pour la premiére fois, autour de Jupiter (en 1984) d'un
satellite 3 bord dugquel seront effectufes, simultanément, des mesures
d'ondes et de particules permettra des développements importants en ce
qui concerne la physigque des magnétosphéres planétaires.
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ANNEXE . 1 _(Al)

EXPRESSION DU _CHAMP DES ONDES COMME FONCTION DES PARTICULES EN :
INTERACTION 3‘

-

tégrons 34 v = cte en tenant compte du fait que < Bsz'E 0 pour o = 1/2

Nous partons de l'équation (III,]1) moyernée sur z, que nous in— l
(iiex=1 ou V_=0) : ‘
|
|

r
|
/2
1 ] o
[__________af(%tt,v) + V. ______3f(a+,v) - S{a',v) + P(oc'.-v)] gin o' do! |‘
or : |
o i
h
ii
- q2 sin < 2, 3flav) ‘
2 V. =Vv] By 8a. |

m r g

Puis nous multiplions chague membre de cette équation par :

3 2 gin o X
VI 4 [l-A(l

cefr d=-x

m W -"—'--:-gl

cos . o

Cte et k =Cte) entre o = 0 et o = /2,

Intégrant alors & V. = cte fe.x =

nous faisons apparaltre ainsi le ccefficient d'amplification (II,10) dans
le marbre de droite
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3 X 2
nmce[rl[l A(lwx)](l )
/2 /2 )
( Siﬁl = do ﬁ affs‘i"w +V . _W—af(a'iv) - S(@',v) + Pla',v) ]
cos” o

o : V’I_=<:te vH V‘—'—Cte

2
2 <B“>
e Bk v
m2 Vr"'Vg k eR
e

sina' do’ = -

Nous utilisons alors l'équation (ITI1,4) pour &liminer le pro-
duit T < Bk2 > et nous chtenons (en. remplagant aussi < Bk2 > pat

<8 >z1/) <BZ>)

2 .
g <B. > v
£ g g(R) 2 =
(a2,1) 5E + <BS > =
2
2m v -v ]
e iy g 3 w2 _ X
am Yee v ‘vr la-= 1 A(l - x)}
g g
/2 /2
j -S-in—a-ﬁda J‘[S—P-(-g-§+$.§-f-)] sinn' da'
t e
cos” o or
osv =c"° 0iv=CS

Nous avons donc pour < B fz > une équation différentielle par
rapport au temps du ler ordre et inhomogéne, qu'il est facile d'inté-
grer pour obtenir l'expression (I11,5).
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. ANNEXE 2 (A2)

I - CAICUL DE LA DENSITE ny (¢,t)

Nous avons dfaprés (IV-A,4) et (IV-A,5)

(A2,_l) nl(cb,t) = n;’_ 4 7b

11'/2 «©
2m

j (%-*) exp [— (v/v )2] sin L o2 i
o

c o it

2
exp {— [q: - av’t (e, + ¢, sin ) ]2/ (M) } dvdo,

Nous posons

2t2
a=2""5 (o, +c, siny) |
) wp? Tt 2 , |
(2,,2)
2
2a+ v ¢
gn—Jf-Z [1- 20‘ (¢, + ¢, sina) ]
A (Ad)

g peut &tre positif ou négatif. L'intégrale portant sur v s'écrit alors:

[+

o 4 5 _
T = j (:—’;—) a dv -gv v2 dv
o o
=11 —uT = gu um% du
2 Zm
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Elle s'exprime d l'aide des fonctions cylindriques paraboliques
Dp(y) (Gradshteyn et Ryzhik, 1965) :

m
5+ 7

|l

(A213] I= L (2d) .

2m
2 Vo

P+ D e 660 Die//a
“4m + 3/2)

Noug obtenons donc @

21b ni 2

v
O

72 -@43

T (m + -‘;1} J‘ (2Q) 4 sin o exp (g2/8d)

o

Dw @
-(m + 3/2)

avec y = g/v2d = vz Lo Ble/89) _h(g/A )
2a vozt
h==--—--(A¢) (cl+028in o)

Si nous nous plagons hors de la largeur initiale d'injection
(¢ > AP) et si nous considérons des temps "longs” (av02t3 ¢ ) nous avons




Y < -1. Dans ce cas le développement asymptoticue de Dp {y) donne :

y21  pmi 2 ~p-1
(B5,3) Dp(Y) ~ Ty © [expy*/0)] v

Portant ce développement dans, (A2,4) avec p = =(m + %) nous
cbtenons aprés quelques calculs :

o _2n;
(A2,6)  n,(¢,t) = THF 1O (Ad/$)

3 g2, Al 2 .
o Mt sin o  exp[ ~¢/av "tlcy + ¢, sing),
(¢/avo £} f 3 do,
o m+ Fl

(cl + 02 sing)

Pour m = 1, ¢, = 0.7 et Cy = 0.3 cette expression conduit faci-
lement & (IV-A,7).

IT ~ CALCUL DE LA VITESSE THERMIQUE < V2 > (¢4,

Nous avons d'aprés (IV~a,4) et (IV-A,10)

5 .ni’ 47b
(a2,7) < v (q),t) = m
22 2
[ j' (";:—) exp (- —5) v sin o
o o Q 'V'o

2 2
/ (AD)Tt dv do

-

exp{- [ - avit (o) * ¢, sin o))




...'70..

Un calcul semblable a celui effectud poﬁr la densité conduit 3 :

(82,8) < v° > (4,t) = m+ 3 —E&

/2 at
r/2 21
o (€, + Cp sino)™ 3 )
X . i
/2 21
sin o

exp(g2/8a) pY) ; do
—nh.i.

[

. m +
o} (Cl + C2 sina)

Comme y varie peu avec o (car c, = 0.3) et que les 2 intégrales
sont tréds semblables nous pouvons &crire :

D(y)

5

(32,9) < v > (6,t) (4-3)‘&4) 2
r v ’ = T x5 —
2 Y2 at D(y)3

—III&Z

1) Lorsquet—*o,ym”—;i‘?—-—-_ > + o
v, V2 at

Dans ce cas le développement asymptoticque de Dp (y) donne :

82,10) D) ~ ¥° e (- y/4)

En portant ce développement, avec p = ~(m + %) et p=-(m+ %) respective-

ment, dans (A2,9) on voit facilement que l'on retrouve (IV-A,11).




2) Dans la limite des temps "longs" en utilisant (A2,5} nous
obtenons la formile (IV-A,12).

IIT -~ CALCUL DE L'ANISOTROPIE .A(Vr,q),t)

En partant de 1'expression (II,13) de l'anisotropie et de
(IV-A,4) nous cbtenons par des calculs semblables & ceux des paragra—

phes précédents :

D(Z)
m+ 1 3, m+ 1 -2

+ {1 =-2c.7) -1
17 (25172 D__(_;)_l

(32,11) AW, =

avec

a2.t2 v
§ =

(292

2
atvwv 2

R N POl SN ) S

/30 ¢ atv.’s

1) Quand £+ o, 2 v _““_éi__i + + o,
V2 at A

Dans ce cas, en utilisant (A2,10}, on vérifie facilement que A(vr) tend

vers m, valeur de l'aniscotropie & l'instant initial.

2) Dans la limite des temps "longs", atvr2 v > Ap, ce qul domne z g =1
en utilisant (A2,5) nous obtenons la formule (IV-A,13). Ce calcul n'est
cependant pas valable pour les temps trop longs pour lesquels z redevient

positif.
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IV - CALCUL DU COEFFICIENT .D'AMPLIETCATION Y(X,¢,t) .

A partir de 1l'expression (II,11) dey et de (IV-A,4) nous obte-
nons de méme :

o 1/2
..o.n
e ™ gLy
(a2,12) /4y = 1/1?1‘1:L +tn, (2-x)
ST e 2 e [-(4/aty 2]
o

exp [~ (1 -2 cl3) Vrz/vo?‘] exp [~ (22/4)]

D

2,2 4]

exp_[(ACb)‘?' /4a” £ v () [A(vr) - X ]

— 1-x

expression dans laquelle 8, z et A(vr) sont domnés par les formules du
paragraphe IIT précédent.

De la méme manidre que pour l'anisotropie on montre facilement
que lorsque t+ o on retrouve l'expression (II,23) ; pour les temps
"longs" en utilisant (A2,5) on en déduit (IV-A,14), avec la méme restric-
tion que pour l'anisotropie.
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- LEGENDES DES FIGURES

Figure 1 - Aspect global de la magnétosphére terrestre. Les régions aux-
quelles nous nous int&ressons, dans ce travall, sont situes a des
distances géocentriques r de 2 & 8 R.e (Re étant le rayon de la
Terre) . Pour avoir une &chelle de distance, la plasmapause est si-
tude, sur cette figure, 3 une distance r = 4 Ry (d'aprés Heikkila,
1973} .

Figure 2 - Coupe de la magnetosphére dans un plan méridien Midi-Minuit
Les lignes de force du champ magnétique terrestre B;, représentées
sur cette figqure, sont approximativement,en 1'absence de perturba-
tion, celles d'un dipole magnéticue jusqu'd des distances r < 7 R,
(d'apr3s Ness, 1969).

Figure 3 - Représentation schématique des mouvements effectués par une
particule énergétique le long des lignes de force du champ magné~
tique terrestre B; (rotation cyclotronique autour de é; et mouve-
ments d'aller-retour entre les points miroirs) et perpendiculaire-
ment 3 celles-ci (d8rive azimutale) ; {(d'aprés Hess, 1968).

Figure 4 - Energie spectrale des ondes calculée pour différentes valeurs
de 1'anisotropie de la source (p/2) ; cette anisotropie a un faible
effet sur le spectre émis. Le paramétre U est égal au rapport de la
vitesse d'Alfven des ondes VA & la vitesse A caractéristigque des
particules chaudes. ILes valeurs choisies des paramétres sont carac-

téristiques du bord interne de la plasmapause (L v 4).

Figure 5 - Variations de la fonction de distribution en angle d'attaque
des particules en fonction de 1l'intensité de la source. Les coutrbes

sont tracées pour une énergie telle que v = v_. L'accroissement de

v
o
1l'intensité de la source entraine le remplissage du cfne de perte
(o < ao) (courbe 2), puis 1'accroissement du nonbre des particules

piégées (courbe 1).




Figure 6 - Variation du flux amnidirectionnel pi&gé en fonction de 1'in-
tensité de la source. La partie horizontale de la courbe théorigue
correspond & la pseudo~limite introduite par Kennel et Petschek
(1966) . En ce qui concerne la comparaison de la théorie avec les

mesures, le flux piégé en fonction de l'activité magnétosphérique
(Kb) est extrait de Hess (1968) ; 1l'intensité correspondante de la
source est déduite des mesures du flux précipité (Q.Brien, 1964)
puisqu'en ré€gime stationnaire la source doit juste compenser les

pertes.

Figure 7 - Temps de vie des particules en fonction de leur énergie. 5
est la période de dérive azimutale des particgles, et TD/ZO le
temps nécessaire 8 une particule pour dériver d'environ 18°. Lors-—
que l'intensité de la source s'accroit T, tend vers une valeur mi-
nirmm TLmin' Il est &vident, d'aprés la figure, que lorsque la
source est faible, il est difficile d'atteindre un régime station-
naire, ce qui pose le probléme des effets transitoires.

Figure 8 - Comparaison de notre formule (ITI,18) avec les mesures obte-
nues i bord du satellite OGO 5, effectudes par Holzer et al (1976).

La formile (III, 18) a &té& normalisée par ces auteurs i la valeur

moyerne du champ mesurg. Dans l'ensemble on peut constater que les
changements du sens de variation de 1'intensité des ondes sont bien
rendus par (III, 18).

Figure 9 ~ Représentation schématique de la d8rive azimtale et radiale,
dans le plan de l'équateur, des protons énergétiques venant de la
queue de la magnétosphére (les &lectrons tournent en sens contraire;
cf. fig.3) sous l'effet des champs &lectrique et magnétique stati~
ques.

Figure 10 ~ Variation au cours du temps, pour une longitude ¢ donnée, de
la densité, de la vitesse thermique et de l'anisotropie des parti-

cules chaudes. Pour l'anisotropie nous avons choisi'vr2 = 2 vbz.




Dans cet exenple, l'intervalle de temps ol l'amplification des on--
des est maximum, se situe clairement autour de la valeur t = 1000 s.

Fiqure 11 - Variation de la fréquence réduite %, (t) la plus amplifige
(i1.e. pour laguelle le coefficient d'amplification est maximum) en
fonction du temps, pour ¢ = 90° (ligne continue) et ¢ = 120° (li-
gne pointillée). Sur ces courbes nous avons Egalerent porté la va-
leur correspondante Y(XM) /Luc 1 du coefficient d'amplification. On
constate que.yfo) diminue rapidement de part et d'autre de son
maximum maximorum qui est obtenu pour t v 1000 s et % v 0.24
(fléches sur l'axe des temps correspondant aux 2 cas ¢ = 90° et
d = 120°).

Figure 12 - Evolution au cours du temps de la fonction de distribution
en angle d'attaque o pour wne longitude donnée [¥(a) est la partie
de la fonction de distribution dépendant de ¢ et normalisée initia~
lement & 1| . La courbe t = 0 est la forme initiale de Y(a) 3 la
longitude ¢ = 0 ; tQD est 1l'instant pour lequel Y (o) atteint son

90° 3 la longitude d'cbservation ¢ = 24°5, dans ce

cas. Nous représentons ensulte les formes successives de ¥{u) pour '
les instants ultériewrs t;, t,, t; d cette mémwe longitude 4'obser-
vation. Dans le cas de la figure t90 = 335 s, tl = 344 g, t2 =

381 &, et t3 = 428 5. On voit clairement apparaitre les deux maxima

symétriques par rapport 3 o= 90° pour t > ty -

maxinem 3 o

Figure 13 - Temps ﬁxl pour lequel la fonction de distribution en angle
d'attaque est maxima 4 un angle donné 2 Les courbes sont tracées
pour différentes valeurs du paramétre m (Acb)2 qui apparait dans la
formule (IV-A,17). La courbe de Konradi et al (1973) correspond a
m(A¢)2 = 0. Dans le cas du calcul utilisant les trajectoires indi-
viduelles des particules (Kenradi et al, 1973) le maximum & a, = 0
se produit aprés un temps fini 4 la différence de nos calculs. Les
résultats expérimentaux de Konradi et al permettent de conclure que

l'anisotropie initiale de la fonction de distribution est faile ;

mais l'absence de mesures aux angles faibles (u < 209 ne permet
pas, compte tenu des barres d'erreurs, d‘estlmer précisément m(A¢) .
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Figure 14 - Flux des protons de l'ammeau de courant d'aprés Kilvelson
& Southwood (1975) et d'aprds notre formule (IV-B,4) modifiée, en
utilisant comme source & minuit les mesures de Frank (1970). Les
calculs sont faits pour un angle d'attaque des particules o = 90°
et dans la bande d'énergie de 31 i 49 kev. Les valeurs des para-

métres initiaux sont : Eo =%mi v02 =10 kev, m =1, G, = 2 kev
Re_'1 ; de plus nous avons pris p = -4 pour L > 3.5 et p = & pour
L < 3.5. '

Figure 15 ~ Les mesures du flux des protons de l'anneau de courant ob-
tenues par Frank (1970) & minuit et dans le secteur soir (o = 1/2;
31 < E < 49 kev) et le flux théorique obtenu 3 partir de notre for-
mile (IV-B,4) non modifiée, dans le secteur soir en utilisant le
flux mesuré i minuit comme source. les valeurs des param@tres ini-
tiaux sont identiques 3 celles de la figure 14 3 part Ej = 9 kev.

Figure 16 - L'anisotropie en fonction du rapport €. de 1'énergie élec~
trostatique acquise par les particules au cours de leur dérive a
leur &nergie résonante locale. Nous avons choisi une anisotropie

initiale m =0.5 & minuit.

Figure 17 - Le coefficient d'amplification ré&duit Y/mci des ondes cyclo—
troniques ioniques en fonction de la fréguence réduite pour trois
positions locales différentes dans le plan &quatorial. Les valeurs
des paramétres & L = 6 et ¢, = 0 sont les suivantes : nl/no = 0.1, .
m=0.5 p=-4 (A, =10, E =10 kev. De plus C, = kev R -

—4 o o} 2 e
etn oCl °,
o]

Figqure 18 - Exemple d'enregistrement fréquence—-temps (soncgramme) d'une

émission UBF de type IPDP. Le noircissement du papier est propor-
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Mécanismes non linéaires associés
aux interactions ondes-particules dans la magnétosphére

par A. Roux et J. SOLOMON,

Groupe de Recherches Ionosphériques,
94 - Saint-Mauz.

RESUME. — On déduit du systéme couplé des équations de Viasov et de Maxwell une théorie non lindaire, exacte & Iordre deux,
qui décrit I'interaction d’un plasma howmogéne infini avec une onde électromagnétique transverse, polarisée circulairement,
se propageant parallélement au champ magnétique statique.

Cette déduction permet d’écrive les conditions de validité de la théorie quasi linéaire ; on les exprime en termes de
largeur de spectre et d’amplitude maximale des ondes émises. On montre, & partir de ces critéres, que le bruit T.B.F.
& large bande du type « souffle » peut étre expliqué par la théorie quasi linéaire, mais que les émissions U.B.F. en « perles »
du type « Pe 1 » doivent, en général, étre abordées par une théorie différente : la théorle monochromatique.

L'amplitude & saturation des ondes dans les deux cas est également calculée ; les ordres de grandeur obtenus sont
en bon accord avec les données expérimentales.

ABSTRACT. — From the Maxwell-Viasov coupled equations, we deduce a non-linear theory, which is exact to the second order;
it deseribes the interaction of an infinite homogenecus plasma with a transverse electromagnetic wave, circularly polarized,
propagating along the static magnetic field,

Such a deduction enables us to write validity conditions for the quasi-linear theory; they are expressed as functions
of the spectrum width, and maximal amplitude of the emitted waves. We show, from these criteriums, that the V.L.F.
. noise with large bandwidth of the “hiss” type can be explained by the quasi-linear theory, but U.L.F. emission in the Pc 1
range (the so-called “pearis™) must be described by a different theory: the monochromatic theory.
The saturation amplitude of the waves in both cases are calculated the orders of magnitude are in good agreement
with experimental data.

INTRODUCTION magnétosphére, Dans cette étude, nous nous limiterons
' au cas ot la gyrofréquence électronique ®,, est tres
inférieure A la fréquence plasma électronique ©p, ;
cette inégalité forts est valable dans la magnétosphére
interne pourvu que l’on ne s’approche pas trop de
"lonosphére des régions polaires. Le milieu est supposé
homogéne et infini.

Le taux d’amortissement ou d’instabilité linéaire

On s’intéresse 3 des ondes électromagnétiques
transverses polarisées circulairement qui se propagent
paraliglement au champ magnétique statique terrestre
By ; on admet généralement que ce type d’onde,
" qui décrit correctement les émissions T.B.F. et UB.F.,
est engendré par instabilité cyclotronique dans la
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v, des ondes peut &tre obtenu en linéarisant I’équation
de Vlasov [SAGDEEV et SHAFRANOV, 1961 ; BELL
et BUuNEMANN, 1964 ; LEMOHN, 1967]. Les résultats
ainsi obtenus ne sont valables que sur un temps

1
t<tL TR s
L

Au bout d’un temps ¢ == 1,, il est nécessaire de prendre
en compte la réaction des ondes sur les particules,
ou les éventuels mécanismes de couplage et de désin-
tégration d’ondes. Ces effets non linéaires sont déerits
4 partir de 1’équation de Vlasov que I'on résoudra
par une méthode itérative ; en fait, on se conientera
d’étudier les effets qui apparaissent & 1’ordre deux :

couplages 4 trois ondes, théorie quasi linéaire et

théorie monochromatique.

La théorie quasi linéaire de ce type d’instabilité

a déja fait 'objet de plusieurs études ; ANDRONOV
et TRAKHGTENGERTS [1964] I'ont abordée pour la
premiére fois, KENNEL et PETCHEK [1966] ont montré
que la théorie quasi lindaire appliquée aux électrons
et aux ondes T.B.F. permettait de calculer un flux
" limite de particules confinées dans la magnétosphére,
GENDRIN [1968] a éiudié la diffusion des protons
sous l’action des ondes hydromagnétiques U.B.F.
L’objet de cet article est de développer certains aspects
de la théorie quasi linéaire, et surtout de préciser
son domaine d’application ; il s’avére que pour des
émissions & spectre $troit et intense, la théorie quasi
linéaire n’est plus valable : il est alors indispensable
de faire appel 4 la théorie monochromatique.

En négligeant les couplages d¢ modes (ce qui sera
justifi¢ dans [’appendice), on établit, dans la premiére
partie, une théorie non linéaire exacte 4 I'ordre deux
de I’équation de Vlasov et ’on en déduit les conditions
de validité de la théorie quasi linéaire.

ANNALES DE GEOPHYSIQUE

La deuxiéme partie est consacrée i I'étude du
mouvement d'une particule sous l'effet conjugué
d’'une onde électromagnétique moenochromatique
d'amplitude finie et d’un champ magnétique statique ;
on met en évidence le mécanisme de « piégeage » :
oscillation de la particule dans les puits de potentiel
de I’onde. La théorie moncchromatique de I'instabilité
cyclotronique est ensuite abordée.

Dans la troisiéme partie, on applique les résultats
précédents A des cas d’intérét géophysique, et 1’on
montre que suivant "amplitude et la largeur du spectre
observé au sol, on doit invoquer la théorie quasi
linéaire ou la théorie monochromatique.

Dans la quatridme partie, on étudie les niveaux

maximaux de champs admissibles, d’une part, en
théorie monochromatique et, d’autre part, en
théorie quasi linéaire ; dans ce dernier cas, on donne
une expression liant la distribution spectrale des
ondes A Ianisotropie et & la vitesse résonnante.

Cherchant A décrire ’émission des ondes, on
g’intéressera plus spécialement au cas instable, ce
qui implique, puisque la température perpendiculaire
est supérieure & la température paralléle, comme le
montrent les mesures effectudes en satellite, que
I’on s’attache aux interactions e— R et p—L
plutét qu’aux interactions ¢ — L et p— R qui sont
amorties lorsque l’anigotropie est dans la direction
des vitesses perpendiculaires, Il est donc raisonnable
de penser que le « souffle » observé dans le domaine
des T.B.F. est émis au cours d’'une interaction e — R,
et que les émissions U.B.F. du type Pc 1 résultent
d'une interaction p — L. Ces hypothéses, qui ne sont
pas cruciales pour le principe des calculs, permettent
de simplifier 1’exposé des implications géophysiques
respectives de la théorie monochromatique et de la
théorie quasi linéaire,
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MECANISMES NON LINBAIRES ASSOCIES AUX INTERACTIONS ONDES-PARTICULES 3

PREMIERE PARTIE

Théorie non linéaire exacte et conditions de validité de la théorie quasi linéaire

Nous allons développer, & partir de 1’équation de
‘Viasov, une théorie non linéaire exacte des interactions
ondes-particules, qui va nous permettre de faire appa-
raitre les conditions de validité de la théorie quasi
linéaire.

Si, pour un plasma donné, le nombre de particules
N, dans la sphére de Debye vérifte :

et si, d’autre part, les phénomeénes de collisions binaires
sont négligeables, I’équation de Viasov peut s’appliquer
a ce plasma. Ceci est le cas du plasma magnétosphé-
rique, auquel nous nous intéressons ici.

Nous écrirons donc :

Bf 7. gf + L(E+ VAB) (L.1)

o f(# ¥V, t) est la fonction de distribution d’une
espéce de particules. Supposons que le milieu considéré,
initialement homogéne, subisse une petite perturbation.
Nous traduisons ceci par :

FEV,8) = Fo(V) + SOV, 1) avee f©O < F,

ol Fo_(f}) représente la partie homogéne de la fonction
de distribution et £V la perturbation. De méme

E=E,+E'#1) B=B,+ BY#1)

ot E, et Eo sont des champs statiques existant avant
perturbation. .

Développons les quantités perturbées en série de
Fourier par rapport 3 l’espace :

FG3,0 = FoV) + TfulV, e

EE(F’ t) = E‘O + ElcE;k(t) e-‘k:- (1.2)
B(F! t) = Bo + EkBk(t) e_ te.r
* ®
oufy=f et B =E_, /
avec |k = n2F ot L est la dimension de la « bofte »

L

dans laquelle est enfermé le systdme (n entier positif]
négatif ou nul).

Nous pourrons ensuite, si nécessaire, faire tendre L
vers Dinfini, pour passer A4 un spectre continu et 4
I'intégrale de Fourier. Portant les relations (1.2)
dans (1.1), nous obtenons

i q Sy e

kR VS, 2 (By+-VABy) . =

Py l fe m( 0 o) a7
+ (E+k+VAB+k) aFO

' fer
=-->:,E +VAB_,. 1.3
k( k=i k~k'} " 6V ( )

. Introduisons les hypothéses suivantes :

El éo 10Z  c.a.d. propagation longitudinale -
2 |

}E L . c.A.d. ondes transverses

B(l) L E .

Nous supposons Eq = 0 et la polarisation circulaire,
L’équation (1.3) devient donc, pour k # 0 :

afk Isz o+ L (VABO) afk

___(E+k+ VAB) a(FO'l'fO)
ov

- - Ofer
= - "g" Ek'¢0(‘Ek-k" + VAB,‘.._.I‘!) . "'j:."':" (1-4)
m oV

Le dernier terme (1.4) est le terme de couplage des
modes,

Dans le cas de la magnétosphére olt

mpe > O,

(@, fréquence plasma électronique et o, fréquence
cyclotronique éIectromque) et en propagation longi-
tudinale (& // BO), il n'y a pas de couplage 3 trois
ondes (cf. appendice). Les couplages suivants, s’ils
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existent, sont en |E[%. Nous les négligerons a 1'ordre
ol nous travaillons, Donc pour k # 0 :

B _ kv g+ L(waBy. %
gt m av

+ 2@, van). 8oth) o (15
m av .
Pour k& = 0 d’aprés (1.3), nous avons :
Fo o 4 (yppy. MEotfo) L 45 (5 . +VAB,)
ot m oV m

&fxr
X == =10 1.6
Y (1.6)

Remarquons que le phénoméne linéaire, qui intervient
au premier ordre, se traduit par la création par le
plasma d'une onde croissante en e, y étant un
coefficient d’amplification fonction uniquement de ®
(une fois la fonction de distribution homogéne donnée).
Tout ceci est déduit de I’équation (1.5). La théorie
devient non lindaire lorsque l’on introduit en plus

la modification, au cours du temps, de la fonction

de distribution par les ondes créées. Dans ce cas,
le coefficient d’amplification y devient fonction du
temps. :

Ce n’est que dans ce cadre que I'on peut espérer

Ia stabilisation du phénoméne, le coefficient d’ampli--

fication décroissant au cours du temps et finissant
par s’annuler ou méme devenant négatif, Ce mécanisme
résulte du couplage des équations (1.5) et (1.6).

Pour continuer les calculs, nous introduisons le

changement de variables suivant dans l'espace des
vitesses

V,=V,cosd
V,=V.sind (1.7)
V=W

De plus, nous écrivons ;

Ei(f) = E(t) '™
o (1.8)
By(t) = By(r) "™

et nous admettons que ces grandeurs ont une largeur
finie égale & Ak,

Nous reviendrons sur cette hypothése qui consjste
a séparer I'oscillation rapide du champ, caractérisée
par @y, et Pévolution lente de son amplitude,

ANNALES DE GROPHYSIQUE

—

L’équation {J}AE = - %? nous donne
EAE# = O)kBk (1.9)

ce qui permét de remplacer f?; par E, dans les équa-
tions.

. , . 0B, .

Nous avons négligé dans Péquation (1.9) -

reviendrait 3 remplacer o par un terme du type
®, — Iy ; c& terme supplémentaire ne donne pas de
contribution a P’évolution de la partie résonnante
de la fonction de distribution. On peut s’en assurer
en refaisant le calcul de 1’équation de diffusion (1.16)
compte tenu de ce terme supplémentaire..

Posons aussi :

Fo(V) +5oVi) = Go(Vit) (110

En utilisant (1.7), (1.9), (1.10), il est facile de mettre
les équations (1.5) et (1.6) [GeENDRIN, 1968] sous la
forme :

3 . .
"éj% — (ikV) Ziw)f

= _‘2_‘;._[3,‘ e HLEre M 4G,  (1.11)
et '

%o
ot

= oL (B e (A 1B) o+ By My + B, (112)

oll nous avons posé

E*=E, + iE,
et
Ak=(1_kV”> o kv, @
o /v, a 3V

B=L(i-H0)2 o2
v, o Jab 8o

Intégrons (1.11) comme une équation différentielle
en fi(2), avec second membre

flt) = fi{t=0} RCUIEL R

_iet(w”ime)tr e~ IOVI=aN (71 4,Godt’ - (1.13)
2m 0

avec [Z] =Efe " + E ™
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Nous pouvons remplacer dans (1.12) f, par son
expression donnée par (1.13). Nous effectuons la
moyenne de I’expression trouvée sur ¢ et nous obte-
nons, en négligeant le terme de condition initiale,
en utilisant (1.8) et en supposant que G, ne dépend
pas de ¢, ce qui est une hypothése raisonnable *

— t . .
[ E,j‘(t)J VI om0 (70 B ()4, Golf) df
' 0

. t ——
+ E¢ (1) j gVl me= o (=2 BT (1) 4, Golt) dr’]
L]
Posons ¢ -— ¢’ = 1, nous obtenons

dfa 'S
2y V) = ——Z (4 +C
Gt( L7 ) a zk( e+ Co)

- t -——
X [E;'(r)J g~ VIl mwe=mde g (4 %) 4, Godt
Q

—~ ¢ iy
+E7f) L eVl ¥ @s= o p Y (1) 4, Gt~ 1:)d1:|
(1.14)

Fn remplagant la sommation sur & par une intégrale

et en inversant les intégrations en © et en k, on obtient
des intégrales de la forme :

Tt *+ o - . )
JAU (Ak'i"ck)E]:(t) e"l(kV“-m‘..mk)‘
ol —w

E:k(t - T)Ang(t had 'U) dk] dT.'

L’intégrand ,dont la dépendance par rapport a k
est commandée par E,, aura donc Ak comme largeur.
Par conséquent, sa transformée de Fourier aura une
largeur en temps égale a ‘

AT ~ 1
IVHIAK_

i condition que les temps caractéristiques d’évolution
TF et g, du champ électrique et de la partie homogene
de la fonction de distribution vérifient :

1
Y

Tg et Tg, P AT =

Dans le cas ou ces conditions sont vérifiées, nous
pouvons écrire, dans U'intégrale portant sur 7 :

E=(t=1)A4,Golt =) = EZy(AGol).
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Compte tenu du fait que
E{EZ, = B
et
EfEL, = E |
nous pouvons done écrire (1.14) sous la forme :

a 2
‘(:% = I‘f'n‘z'zk(Ak +Cy)

! .
X [IE:(I)lekGO(f.)J‘ e“‘(""'!l-mc-k)r dt
[}
]
+ IEk_lz AkGo(f)J 2 IRV + 0= mechs dr]
1]

Puisque le temps d’oscillation de l’exponenﬂ:?ne
est petit devant le temps caractéristique de variation

de E et G, nous pouvons considérer que pour Pinté-

grale le temps ¢ — ©

Or
1 1

t
Lim, - e-x‘(le | = g = wse)e de==p
" 0 i kV”"(Dc—OJk

+’ﬂ6(kV“-—(DG-'C0k)

La partie principale disparait A cause de la som-
mation sur k. II reste donc

8 2
"é%“"fn‘? (At COIES ()8(kV ) —~ 05— 0)4xGol()
(1.16)

Crest I’équation de diffusion quasi linéaire. Elle donne
en particulier comme résultat la diffusion en « angle
d’attaque » des particules. Pour obtenir 1’équation
(1.16), nous avons di faire les hypothéses suivantes,
d’aprés (1.15) :

TG.; } (1.17)

[V lAK

Tg 2 (1.18)

[V IAK

Ce sont les conditions de validité de la théorie quasi
linéaire. Cette théorie n’est plus valable lorsque AK—0,
c’est-d-dire si le specire des ondes est trés étroit.
1l est alors nécessaire d’élaborer une autre théorie :
la théorie en onde monochromatique, qui se base
sur des hypothéses différentes.
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ANNALES DE GEOPHYSIQUE

DEUXIEME PARTIE

Apergu d’une théorie monochromatique

- Position du probléme

On vient de voir que lorsque AKX — 0, la théorie
quasi linéaire n’est plus applicable, ce qui nous conduit
4 envisager le cas d'une onde monochromatique.
Les particules, dont la composante paralléle de la
vitesse satisfait la condition de résonance

o — ky, = o,

voient, dans leurs propres repéres, le champ électro-
magnétique tourner avec une fréquence de rotation
égale & la fréquence gyromagnétique. Le champ
électrique de I’onde accélére ou décélérs les particules
résonnantes (suivant la phase relative de l'onde et
des particules), entrainant ainsi une modification
de la composante perpendiculaire de leéurs vitesses.
Le champ magnétique de ’onde, lui, change également
la vitesse paralléle des particules ; la condition de
résomance cesse alors d’étre remplie, une particule
initialement en phase avec le champ électrique, donc
accélérée, est maintenant décélérée : on va constater
que ["échange d’énergie n'a plus lieu entre I’onde
et les particules mais entre ['énergie paralléle et
I’énergie perpendiculaire. On étudie d’abord le
mouvement individuel d’une particule soumise a
Paction d’une onde électromagnétique d’amplitude
finie dont le vecteur de propagation est paralléle
au champ magnétique statique, on en déduit la fré-
quence du piégeage : fréquence d’oscillation des

particules dans les puits de potentiel de l’onde.

Ce traitement, contrairement a4 ceux de ROBERTS
et BUCHSBAUM [1964] et de Scuram [1967] est fondé
sur Putilisation des intégrales permiéres du mouve-
ment, ce qui permet un calcul plus aisé ; en outre,
pour simplifier le calcul, on se place dans un cadre
non relativiste,

On transpose ensuite les résuitats obtenus au cas
collectif décrit par 1’équation de Vlasov ; le probléme
stationnaire a été décrit par BRossiEr [1964] ; 'auteur
moantre que les solutions peuvent alors se mettre sous
la forme de « modes de particules piégées » analogues
4 ceux trouvés dans le cas électrostatique, par
BERNSTEIN et al. [1958] (ces « modes de particules
piégées » sont sans rapport avec ¢e que ’on a coutume
d’appeler « mode de Bernstein »).

Mise en équation

Le mouvement d'une particule soumise a4 [’action
d’un champ électromagnétique oscillant (E,, B;) et

d’un champ magnétique statique (B,) est régi par les
équations

LB +VABY+L(VABy) (1)
dt . m A m

Dans le cas particulier d’une onde polarisée circu-
lairement se propageant paraliélement au champ
magnétique statique, on peut faire le choix suivant :

Esta.tiquo = k= kz >0 |

B, = B, sin (ot ~kz)
B, = B, cos(wt —~kz) (2.3)
B, = B,

On déduit de (2.2) et (2.3) que

3]
Ex ='EB’
[0}
Ey= "-E'Bx (2.4)
\E, =0

L’indice de réfraction pour les ondes UBF et TBF
est grand devant 'unité, sauf dans certaines régions
de l'ionosphére (jonosphére polaire en particulier),
donc ¥V, = wjk € c¢. On supposera, aux fins de
simplification que la vitesse de la particule est égale-
ment non relativiste. (Il est néanmoins intéressant
de noter que dans le cas ou V, = ¢, la variation
relativiste de la masse compense exactement [’effet
du champ magnétique de I’onde [Davypovsk, 1963 ;
ROBERTS et BUCHSBAUM, 1964].

Plagons-nous dans un repére mobile se déplagant
4 la vitesse de phase de l’onde. Soit W la vitesse de
la particule dans ce repére, on a donc

Wx=Vx
W, =¥,
W,=V,—¥,
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Compte tenu de I'hypothése ¥, < ¢ et de (2.4),
la transformation de Lorentz appliquée aux champs

{B;=Bx
B, =B,

" E, et B, donne

{E;=E,—-V¢B,=O
E,=E,+V,B,=0

Q, et {, sont les fréquences gyromagnétiques asso-
ciées A B, et B, D'équation du mouvement peut
§’éerire @

aw,

= W@o — Wzﬂl cos kZ' (2.5)
% WO snkZ — W0y (26)
é% =Q, (W, coskZ' ~ W,sinkZ’) 2.7
On en déduit trois intégrales premiéres du mouvement
T=Wj+Wi (2.8)
2
§= (W” —%9) ~Bhy sin(o+kz) @9)
U = kr*(0+Qq) + Qyrcos (kZ'—l— b) — W) (2.10)
avec

{rz =x*+ 2 {W_,= W, cos ¢
Wy =W, W, = W, sin ¢

La signification physique de (2.8) est évidente ;
elle exprime la conservation de 1'énergie cinétique
dans le repére de P'onde. La relation (2.9) nous
permettra de mettre en évidence un terme oscillant
dans la vitesse paralléle ; cette oscillation est 1’objet
de notre étude, On n’utilisera pas ici I'expression (2.10)

Posons o= W, — %2

olt v représente l'écart 2 la résomance ; S et T
s'écrivent alors en posant :

Y=k + 9
Q 2z
T= Wi+(v+-—,zg) o (2.11)
S =19~ .2-% W, sin (2.12)

Pour décrire le mouvement de la particule, on
exprime les équations différentielles (2.5) et (2.6)

MECANISMES NON LINEAIRES ASSOCIES AUX INTERACTIONS ONDES-PARTICULES 7

en fonction des intégrales premiéres (2.8) et (2.9).
11 est impossible de trouver une expression analytique
de z et v en fonction du temps [ROBERTS et BUcHsBAUM,
1964]. On se contentera de faire le calcul dans deux
approximations diamétralement opposées, suivant
que la valeur initiale de J¥, est faible ou importante.
Supposons tout d’abord que

Wi(t=0) » v*

et
WH(t=0)> 2»%2
(2.11) et (2.12) s’écrivent alors :
2
T~Wi+ (%) (2.13)
S=p? - % W sinV (2.14)

ce qui, reporté dans (2.7), donne

dy
—=Q W, cos
= QW cos¥

A -@))-e-of" e

- Posons

20 Q. VP2 20

ce qui permet d’écrire (2.15) sous la forme

- -§ [a+S=)@-S+a0]"*  (216)

On veut une vitesse réelle, ce qui implique que la
quantité

P@) = (a+S—-vH)(x-S+v*) 20

Les racines de ce polynéme sont

{u=iJm+S
v=i\/—oc+S

—si > S, P@t) n'a que deux racines réelles
v==% \/ o -+ S et il est positif entre ces racines ;

— sia < 8, S doit &tre positif car « est une quantité
positive par définition.

Le polyndme P(v) a quatre racines réelles et il

est positif dans les domaines suivants :

{—\/ct+S<v<-—\/S-oc

\/S—oc<v< \/cc+S
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Nous allons étudier successivement ces deux hypo-
théses :

Cas o> 5
- 2
Posons {OH-S"a
o —S=0b®

(2.16) devient

& -

C’est une équation elliptique, dont la solution peut
s’écrire [BLANG, 1937} :

2);(1’2 _{_UZ)]HZ

v=acnu (2.17)

cn étant la fonction elliptique d’argument
k
U= '2“~./ a* + bt

En intégrant par rapport au temps, on obtient la
position de la particule dans le repére oli v = 0

(=4 i{f — arc smlcnui}

L'intégrale elliptique compléte de premiére espéce
est définie par :

w(et, S) '[
1 egas

Le mouvement de la particule est périodique sauf
- pour & = §. La période de ce mouvement est donnée

par

(2.18)

(2.19)
1+oc+S

4u=§\/a2+b2T

d’olr
4y

k —
5\/2a

On obtient ainsi la pulsation de piégeage w

T =

,,,N%‘_:/ﬂ;ﬂéﬁ JEW. Q. (2.20)
Si a=S$ .
» \/205
- _ 2.21
cn(lfr\/zoc) (228
2
%E = o+ {g — arc sin rh(gr\/Z_oc) } (2.22)

ANNALES DE GEOPHYSIQUE

On constate gue dans le cas singulier a = §, © et
v — 0 lorsque ¢ — co.

Revenons au cas « > §; lorsque 'amplitude de
I’onde croit, la fréquence de piégeage croit comme la
racine carrée de cette amplitude. On voit aisément
sur D'expression {2.8) qu’il ¥ a échange permanent
d’énergie entre le mouvement perpendiculaire et le
mouvement  paralléle ; la trajectoire moyenne de
la particule est donnée par le mouvement cyclotronique
autour du champ statique B, la trajectoire exacte
s'en écarte d’une quantité qui oscille 4 la fréquence
de piégeage. On constate donc que dans ce cas
(@ > 8), le champ magnétique de l’onde écarte la
particule de la position prévisible en théorie linéarisée

(B, = 0), ce qui détruit la cohérence entre 1’onde st

ia particule, empéchant ainsi le chauffage gyroréson-
nant (augmentation indéfinie de w,), Figure 1.

VITESSE : v

POSITION : b4

j?

|
i . \

TEMP3 NORMALISE

Fia. 1

Cas du piégeage. On représente la position ¥ et la vitesse v
de la particule dans le repére gyrorésonant en fonction du
temps normalisé. [% est une intégrale eiliptique de premiére

espece définie par la formule (2.19)]. B, = %, By = Ja.

Casa < §

—_ Y 2
Posons {m s b

a2+ S=a°

L’équation (2.15) s’écrit :

(2.23)

(T 2 e

C’est encore une équation elliptique dont la solution

est
v=tadn (%q- t) (2.24)
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On obtient ¢ par intégration
§ = i%am[gtJu+S] (2.25)

ol dn(x) et am(x) sont des fonctions elliptiques
définies dans I’ouvrage de Branc[1937].

La-vitesse de la particule est encore une fonction
oscillante du temps, mais elle oscille autour d’une
valeur moyenne non nulle. Dans le cas trés particulier
ol la particule se trouve initialement & la résonance
(S =0, Y(z = 0) = 0) { reste nul mais I’amplitude
de ’onde étant alors nulle (0 £ « < S) on ne peut
espérer conférer de ’énergie de 'onde a la particule.

Dans les autres cas, S # 0, la particule s'éloigne .

de la région résonnante, sa position moyenne est
celle prévisible par la théorie linéaire (<{> = \/ S
le champ de ’onde ayant pour effet de lui communi-
quer de petites oscillations autour de cette position
moyenne. Il n’y a pas de piégeage (Fig. 2).

YITESSE :v
POSITION : ¢

TEMPS NOR MALI$E
FiG. 2

¥ &t v sont la position et la vitesse de la particule dans le repére
gyrorésonant. On constate que & est une fonction oscillante
autour d’une valeur moyenne non nulle, if n’y a plus piégeage.

Hypothése W, (t = 0) grand

Examinons de plus prés I'hypothése simplificatrice

2 Q
Wi(t=0)> v’ et 2n—k‘l

plagons-nous dans le cas du piégeage (= > S). On
voit d’aprés (2.17) que

Ay

Vpax @+ S <20=— W.(t=0) (2.26)

12, plus sévére des conditions est

Wi(t=0)> 2”%

(en effet, on aura toujours v < %) elle s’exprime par :
Q, [kw.\?
B2 e

Ala résonance Qy ~ kW), donctant que W, » W),
cette condition est aisément remplie. Par contre,
si 'on s’intéresse & des particules situées au voisinage
du cbne de perte, prenons par exempie

a7 10, il est nécessaire que 9, <107
W, Q,

ce qui est rarement satisfait (tout au moins dans le
domaine UBF). 1l est donc utile de savoir ce qui se
passe dans le cas ol W (¢ = 0) est faible.

Cas Wy (t = 0) faible

Reprenons les expressions (2.11} et (2.12). Fixons-
nous les conditions initiales suivantes :

{WJ‘(;=0) =0
p(t=0)=0

Moyennant quoi :

- (D) _

et (2.15) devient

: 2 2N\71/2
%:%‘[—u(ﬁ%— %U+892—?3):|

£ e

C’est encore une équation elliptique ; si Q, <€ €
les racines du polyndme ¢(v) sont simplement :

r=0 (2.29)

204203
k

D=

(2.30)

La mise sous forme canonique de [’équation ellip-
tique (2.28) est trés longue, mais comme Je polynéme
P(v) n’a que deux racines réelles la fréquence de pié-
geage est vraisemblablement trés voisine de :

m ~ 2053037 ' (2.31)

la conservation de |’énergie cinétique dans le repére

de {'onde implique que

Q
Wimax -~ 2Umax‘7€0 _ (2'32)
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on en déduit en combinant (2.31) et (2.32) que le gain
maximum en énergie perpendiculaire est :

AW ~ Q013 (2.33)
Cette expression est.la méme que dans le cas ol
W (t = 0) est grand, mais ¢’est évidemment le cas
W, (¢ = 0) faible qui implique la variation maximale
en angle d’attaque.

En combinant (2.31) et (2.32), on constate que
w=[kW Q] (2.33 bis)

c'est-d-dire formellement la méme expression que dans
le cas W, (t = 0) grand.

~ On constate que le piégeage a lieu lorsque 'ampli-
tude de l'onde est suffisante pour compenser I’écart

initial 4 la résonance (& o« /B, > ).

. Lorsque la particule est piégée, elle ne regoit
plus d’énergie de 'onde, mais il y a échange d’énergie
entre les composantes para.lléle et perpendiculaire
de sa vitesse.

Notons que ces resultats sont en parfait accord
avec ceux de Roberts et Buchsbaum ; on peut s’en
persuader en comparant leurs expressions (3.23)
et (3.26) aux expressions (2.20) et (2.31) du présent
chapitre (il faut alors tenir compte de I’hypothése
Vo <€ 0.

Cas collectif

On a vu, qu'en moyenne, le piégeage avait pour
offet d’empécher I'onde de cédder de 1’énergic 4 la
particule, on peut done s’attendre, dans le cas collectif,
4 ce que ce mécanisme annule, ou du moins diminue,

le taux d’amortissement ou d’instabilité prévisible

par la théorie linéarisée de I’équation de Vlasov.
Les hypothéses (1.17) et (1.18) ne sont plus valables

ANNALES DE (GEOPHYSIQUE

ici, on doit reprendre l’expression (1.14) et calculer
S@ " en effectuant l'intégration avec des hypothéses
ditférentes. Ces calculs ne sont pas terminés et feront
I’objet d’une publication ultérieure. Néanmoins,
on peut avoir une idée des résultats en s’inspirant de
ceux obtenus dans le cas de "amortissement d’une
onde électrostatique se propageant dans un plasma
maxwellien [LavaL et al., 1969]. Les auteurs montrent
que le niveau final de champ est en général notabie-
ment plus faible que sa valeur initiale, contrairement
a ce que prévoyaient AL'TSHUL et KARPMAN [1965]
et O'NEL [1966]. La valeur moyenne sur le temps
de la partiec homogéne de la fonction de distribution
tend, dans la région résonnante, vers un platean

dont [a largeur ( AV ~ 2

k3V2 oll V,, est la vitesse

.thermique de la Maxweilienne ) dépend de I’amplitude

de 'onde {par Vintermédiaire de w). Ce résultat
est trés différent de celui de la théorie quasi linéaire
électrostatique qui prévoit, pourvu que l’amplitude
de I’onde soit suffisante, un platean dont la largeur
dépend de celle du spectre.

Les modéles numériques utilisés par ARMSTRONG
[1966] et DAWSON et SHanNY [1967] confirment ces
résultats.

Le cas instable est plus délicat i traiter analyti-
quement ; toutefois, puisque le piégeage s’oppose
a I’'amortissement on peut s’attendre A ce que l'insta-

~ bilité soit détruite dés que le champ de ’onde aura

atteint une valeur suffisante pour que le piégeage
devienne prépondérant, plus précisément, les ondes
cesseront de croitre lorsque la fréquence de piégeage

(W o \/ B,) sera du méme ordre de grandeur que
le taux de croissance linéaire. Ce résultat sera utilisé
dans la quatriéme partie ; notons qu’il est en parfait
accord avec celui que GUREvITCH [1968] a obtenu
par un calcul numérique dans le cas électrostatique
instable,
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TROISIEME PARTIE

Application aux émissions électromagnétiques naturelles.

Appliquons maintenant les résultats obtenus pré-
cédemment aux cas des ondes T.B.F. et U.B.F. qui
prennent naissance dans la magnétosphére. On se
place dans le cas ol

¥ =%<Vm

cette condition, en général vérifide en T.B.F. est plus
difficile & réaliser en U.B.F. [GENDRIN, 1968]. Cepen-
dant, nous nous intéressons 3 des cas ol le coefficient
d’amplification est important, ce qui implique que

@ P .
—— 3oit nettement inférieur & 'unité comme le montre

o,

{a. fI'Orme du coefficient d’amplification [formule 2.20
de: KENNEL et PETSCHEK, 1966]. Par conséquent
V,/Vis sera aussi inférieur & l'unité. Dans ce cas
Iéquation diffusion (1.16) peut se développer en
série par rapport au parametre V/Vie. A Vordre
le plus bas, on obtient ’dquation de diffusion en
angle d’attaque, I'équation de diffusion en énergie
qui est en (V,/V.e)* peut étre négligée en premiére
approximation [TVERSKOY, 1968]. .

Moyennant ces hypothéses ’équation (1.16) s’éerit

3G, _ _1__3,[9 sinaic—;?] (3.1)
gt sinade raoc
2 2
avec D= n&%i (3.2)

¥
E‘—énergie spectrale et tga = V /¥,

ce qui donne

Aq = — 221 (3.3)

1* Evaluons 14, en utilisant (3.1) (3.2) et (3.3);
fous avons : '

Go D Go
TG, (Acx)z
dong
AV,\2
2274
_ vyBi(Aa)tAk V“B"( VJ.) D)
Go netB? nwiB?

or tg, doit vérifier la condition (1.17) qui s’écrit :

1

TG, &
7 vk

Remplagons tg, par son expression (3.4) dans (1.17) ;
il vient alors -

m 1 1 1 1
q* ViBIIR EPVi(AV ) (Ak)

(3.5)

Utilisons I’expression (2.20) qui donne le temps de

piégeage
’ - 1qV Bk

Nous pouvons done écrire (1.17) sous la forme

% > [(1V)|Ak) (kAV )]~ (3.6)

8i |V}l Ak ~ kAV) (ce qui suppose que
kV—o— o, ~ 0 et © 4 o, ~ constante) 3.6 s*écrit:

% » [|V)lAk]? (3.7}

Cette condition signifie que le temps de piégeage
doit 8tre beaucoup plus grand que le temps de cohé-
rence de ’onde de fagon que les particules ne puissent
pas &tre piégées par I'onde.

2* Examinons la condition (1.18); elle exprime -

que la croissance d’un mode doit avoir lieu sur un
temps caractéristique grand devant le temps de
cohérence de I'onde; on a:

15 ! ~7v S v lindaire

Dans le cas des interactions e—R on peut écrire
¥ sous une forme analogue & ceiles indiquées par
KENNEL et PeTscuek [1966] et LiemouN [1967]

= nimcel I:]- - ® :I ne(VR)

| @ce]

x| AfVz) — - (3.8)

—¢ce—1
®

Oy — @™
N V) =2n I“'"“-IE"""JFO VidV F(V,, V)= V)
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ot
? V.,dv, tgoc%ll?—m:Q
A(Vg) = 2 p
ZL V.dV,F, A

(avec G, = nyFy, n,y étant la densité du plasma froid.
1, dépend du nombre total de particules résonnantes
et fixe le coefficient d’amplification.

A, est le facteur d’anisotropie, il définit 1'existence
d'une amplification ou d’un amortissement.

Dong, lorsque @ < |,

Am 1Vl 1
"o AV“ Aot

ViV

no (AV ) G2

1E1 Sy~ [mce] ~ [‘Dcel

olL 7, est la densité du plasma froid et An, celle des
particules chaudes dans la région résonnante. En
remplagant Ty par (3.9) dans la condition (1.17),
nous obienons ;

Any 1 (Avyy

|V, Ak (3.10)
o o [Vyv, !
soit encore si
' | 0]
An, | {AKN?
N < (‘Eﬂ) (3.11)

Dans le cas des interactions (p, L) d’aprés la formule
(2.23) de KENNEL et PETSCHEK [1966]

o~ Qahng [Vl 1

0 ny AV, Aa

et par conséquent, la condition (3.11) devient dans

ce cas
Ans _01(%)’

(3.11 bis)
ng Ou\ k

3 Appliquons les conditions (3.7), (3.11) et
(3.11 bis) qui doivent &tre vérifies en théorie quasi
linéaire, & des conditions expérimentales précises.
On ge situe & L = 5, au voisinage de 1'équateur,

Nous prendrons les valeurs suivantes [HEss, 1968]
foe~10° Hz #;, ~ 10% el.fm? (pour E 2 50 kev)
foe ~10*Hz n4, ~ 10%el./m?
fa~ 5 Hz By~ 300y
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Dans le cas des T.B.F., nous considérons deg
mteractions e—R avec ® <€ lo,| pour lesquelles
la relation de dispersion s’écrit :

212 3
ek L O

2

@ olo,]
ce qui donne
do . dk
— 2 3.12
=2 (3.12)

Dans le cas des U.B.F., nous considérons desg
interactions p-L pour lesqueiles la relation de disper-
sion s’écrit

e of

0)2 mci(coci - OJ)

ce qui donne

— (3.13)

4° Dans le cas des T.B,F., nous prendrons

B, = 1my x Hz™ 172 f=1kHz

k~3510"*m™! Vi~V ~10°m/s(E ~ 40kev)

la condition (3.7) peut s’écrire, en utilisant (3.5)
sous [a forme d’une condition sur la largeur du spectre
des ondes

2
ﬂ‘) > L 45 (3.14)
ou, en introduisant les intensités spectrales
3 2 2
(é{c) > izf.l-i Bii¥, (3.14 bis)
k V“ m* 2nk

En utilisant (3.12), (3.14 bis) et les valeurs numéri-
ques, nous obtenons la condition suivante

- »> 1072 (3.15)
la condition (3.11) nous donne de méme
-A-st- 2.1072 (3.16)

f
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Il existe de nombreux cas ol les ondes T.B.F.
vérifient facilement ces conditions sur la largeur
relative en fréquence du spectre (en particulier dans
le cas des émissions de « souffle »). On peut donc
penser que la théorie quasi linéaite pourrait s’appliquer
dans ces cas.

5° Dans le cas des ondes U.B.F. de type Pcl,
nous prendrons

(interaction p—L) f~ 1 Hz Vy~Vy~ 3.10°m/s

fa~210°Hz k=810"%m™" . B ~ly

Pour que la théorie quasi linéaire s’applique, il
est nécessaire que les relations (3.11 bis et 3.14)
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soient vérifiées ; elles s’expriment avec les valeurs
numériques précédentes sous la forme :

Ao > 107" et Ao » 0,9.1071
a M

Ces conditions sont incompatibles avec les largeurs
de spectres qui sont généralement observées dans le
cas des « perles » (oscillation de frégquence assez

bien définie : Ao/ ~ 2.10-2 4 2.10~1). Il sera done

indispensable d’appliquer 4 ces événements la théorie
monochromatique et non plus la théorie quasi linéaire,

Remarquons que le fait que les conditions de
validité de la théorie quasi linéaire soient satisfaites
par les T.B.F. et non par les U.B.F. semble dépendre
a la fois des largeurs relatives différentes pour ces
deux types d’émission, mais aussi des amplitudes de
B(UB.F) 1000

champ différentes (dans un rapport W

QUATRIEME PARTIE

Distribution spectrale des ondes en théorie quasi linéaire

Spectres maximaux admissibles en théories monochromatique et quasi linéaire

Nous. venons de voir que les amplitudes de champ
jouent. un rdle important dans les conditions de
validité de la théorie quasi linéaire. Calculons les
valeurs optimaies de champ que permettent de prévoir
les deux théories qui nous intéressent. On en profitera,
dans le cadre de la théorie quasi linéaire, pour déduire
une expression qui donne l'amplitude maximale
du champ en fonction de la fréquence et de l’aniso-
tropie. ' -

I. Théorie quasi linéaire

Nous utilisons de nouveau ’expression (3.8) du
taux de croissance ; y n’est positif que si la quantité
entre crochets est positive, ¢'est-a-dire si :

A (Vi) > Ay = — @.1)

oud _,
0]

ce: qui impose une anisotropie minimum ; plagons-
nous dans le cas ot © <€ |, (la justification de
cette hypothése est indiquée dans la troisiéme partie) ;
la diffusion en angle d’attaque a lieu sur un temps
caractéristique <p, court, devant le temps tp, de
diffusion de 1’énergie [TvERSKOY, 1968]. Au bout d’un

temps ¢ ~ tp, l’anisotropie a disparu et y devient
négatif.,

Les ondes -qui ont été émises pendant la période
instable . (¢ < tp,) peuvent &tre ensuite amorties
(Tpe < t < Tp,)

Ces temps caractéristiques doivent &tre comparés
aux temps caractéristiques lids 4 la géométric finie
du milieu ; on peut supposer que la diffusion en éner-
gie, puisqu’elle n’intervient que sur un temps long,
sera masquée par d’autres phénoménes.

Quoi qu’il en soit, le spectre final prévisible en
théorie guasi linéaire étant nul, il semble plus intéres-
sant d’étudier ce spectre au bout d’un temps £ ~ Tp,;
I'hypothése @ < |o,,| permet d’écrire (3.8) sous la
forme :

Y= Ezlmcelykﬂs

Cransel®)..]
X V.dV tgal =— 4.2
Uo SN gu(@u ) = Cte l¥(] = ¥a (4.2)

Puisque lintégrale est prise pour ¥j == Vg, nous
avons :

VJ_ = V“tgm = VRthf.
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(4.2) devient :

%2 12
y = n¥lo. V3 U g 2 (%) do. ] (4.3)
o COS“U\CU/, = Ctetv(| = Va

I'équation de diffusion (1.16) devient, en ne tenant
compte que de la diffusion en angle d’attaque et,
en passant A un spectre continu 3 U'aide de la relation

}Z'.—rml—'- dk
k 2®

quand L devient grand (cf. aussi 3.1)

fo = L1 @ [sina|£21(k)|2 (6_}5)” ] m] (4.4)

at 2 sineda |V eosa| \ dx

olt 1Qy[* = ¢*/m*Bi(k)

: @
or, si @ < @, nous avons Vg ~ — [_EE-I

'I’équa.tion (4.4) devient :

Mo _L 1 8 [sinleI(VR)lz(%) J @)

8t 2sinada Ve de

Nous intégrons par rapport & o (3 v = Cte)
‘r sino/ %o (v, &) do’
o ot

=£smulnl(vk)|2 (%) (4.6)
2 Va 0t/ = cto

Intégrons une seconde fois par rapport & o ; les
variables indépendantes sont maintenant a et Py,
ce qui permet de faire apparaitre le taux de croissance y
sous la forme (4.2).

Donge :

f2 a
rc"‘!o)celVﬁJm Sm:ﬂ U sinm’%da’]da
o COS ¢ Jo at

[ 1( R)Iz 19 2
_L-Y Q" _L1 9,5 oy 4.7
. VRatl 1( R)l ( )

compte tenu du fait que :

3 ,
— i )? = 210, ?
ot

Intégrons par rapport au temps entre f = 0 et f =1y,
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‘en supposant que le spectre initial est négligeable.
On obtient

*2 sine

. 2 47’52 pd
|1 (Vi)lf=pa = —== Vil 0| —
L o Cos o

U‘ sinoc’{ o(r = 'rm,—-KR—,m')
0 COSL
Vll ’ ’
—fa(t = (), ,a)} doc]dm (4.8)
COs

Pour calculer ©,(¥3), on va se donner une fonction
de distribution de plasma chaud a ¢ = 0 ; la conser-
vation de la densité nous permettra d’en déduire
sa valeur pour ¢ == Tp,

Prenons :

vz
Jo=Cexp ( - —5) sin™a
i

0

ou C est le facteur de normalisation.

10 est aisé de vérifier qu'il y a conservation de la
densité, en effet
én d

—

P at[Zn‘J‘fouz singdoeds]  (4.9)

En utilisant (4.5), (4.9) et la forme particuliére
choisie pour f;, on obtient :

: 2 ®{2
6—”=2ﬂC£‘J.vzexp(—%) dvj 8
dt 2 R o Oo

2
P [—5-9—31— m sin™x cos cz] do  (4.10)

V cosu
et puisque
{sina:OsianO on 0
o, (V) =0sia=mn/2 a

On déduit de la conservation de la densité dans chaque
tranche de vitesse que :

"l

sz Jo(t=0)sincc do =‘J. fot=1p,)sina da (4.11)
Q 0

cette égalité est, bien entendu, lide au fait qu’il n’y
a pas sur I’écheile de temps considérée, de diffusion
en énergie. Au bout d'un temps de I'ordre de 1p, la
fonction de distribution s’est relaxée vers une fonction

. de distribution isotrope (en négligeant !'influence

du céne de perte). .

fo(‘“‘fnu)=R[CeX£’(“§>:] @12

0
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calculons R en utilisant (4.11) et (4.12)

%/3 /2
J sin"y sina de = RJ. sinade=R (4.13)
0 0
on obtient [GRADSHTEYN et RYZHIK, 1963]
R= 2"3(—"3%%,21—;—2)- (4.14)

B &tant définie comme dans la référence ci-dessus.
Pour simplifier, on prend m==3. On a alors
R = 3x/16. :
Reportons ces résultats dans (4.8), nous obtenons
aprés intégration

[Qt(VR)]:zmm =

4t Y2 sine [ Vi ]
= VilolC exp| — == M}da
L &l Ocel J o costa P V% cosu, M)

3¢ 3m
S T

+ ?mcoscc - 3sincccosct 1 cosasin’e
16 . 3 4

On peut noter que le maximum du spectre a lieu pour
Va ~ Vy, et qu’il a la forme )

Vi
P(Vy)expl ——
Vo

ol P(Vy) est un polyndme. Sans résoudre compléte-
ment le probidme on peut déduire des calculs précé-
dents un résultat intéressant. Reprenons la formule
(4.8) et résolvons de maniére approchée :

fﬂ(t:‘fnu) —fo(t=0) ~ Ad'%{g
donc : _

s
J;_Sin o [folt="pe) = folt=0)] do" ~

' . 0Of
- 2 o
(Aw)* sina By (4.16)
Ag. représente la valeur moyenne de la diffusion
en angle d’attaque. Moyennant quoi la formule (4.8)
‘peut étre approchée par :
2 sina dfy .
——=da (4.17)
o COs'w do

. 4 .
l'Ql?(VR)irz= ™ (Ad')z _I: V:l meelj<

soif-en utilisant (4.3)

2
191(Vn)i:2=znu ~ 4(ALOE) 248

(4.18)
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Ce résultat est trés analogue i celui obtenu dans le
cas électrostatique par DRUMMOND et PINES [1962].
On en déduit que le carré du champ maximum que
’on peut espérer en théorie quasi lindaire est propor-
tionnel au taux de croissance linéaire,

191{3.1.. €Yy, (4-19)

Nous pouvons utiliser les résultats précédents pour
comparer numériquement les valeurs que I'on peut
espérer obtenir pour le champ magnétique des ondes,
dans le cas quasi linéaire et dams le cas monochro-
matigue.

DENSITE SPECTRALE (my.Hz%)

(] L] L1 L —
200 400 600 _ .800 1000
FREQUENCE (Hz)

Fig. 3

Spectre d"équilibre du beuit T.B.F. A large. bande, obtenu 2prés
saturation dans I’approximation quasi linéaire, La fonction
de distribution initiale des particules énergétiques est donnée

par
ET
ny EXp [——-E.,— sin e

On a pris m = 3, E, = 45 keV, n, = 10° el.fm3. On s'est
placéa L = 5 avec une densité de plasma froid g = 102 el./m3,

Dans le cas des ondes T.B.F., en supposant que la

" théorie quasi linéaire s’applique, nous utiliserons

la formule (4.15). Nous pouvons I'écrire, apres quelo
ques calculs élémentaires sous la forme : (B} / carré
du champ magnétique par unité de fréquence)

ﬂfif&(ﬁ)amilm 1
N AN °

B?J‘(VR) == )
‘ %2 2 I
sinc Vi
exp| = ——— | {M} du 4,20
" L costu pl: £ GOSZG]{ } (420
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avec sont proches de celle obtenue par la théorie @ — L,
. ™ dans cet article (fig. 3) ; nous pensons qu’une étude
V2 o 2 Pee) ([ Poe) oy 1 L 0pf 2 Pee plus précise est nécessaire. Elle est actuellement en
R=C I\ & o cours et elle donnera lieu & une publication ultérieure-
©,, ® O, e

=20 —
o8

S et Vi= %;‘E ol E est ’énergie moyenne des particules

thaudes.

En reprenant les valeurs numériques admises
précédemment & L = 5 pour les T.B.F. et en supposant
E = 45 keV pour les électrons, nous pouvons tracer
numériquement un spectre d'onde (voir fig. 3).

II. Cas monochromatique

En interprétant les pulsations Pc 1 comme des
ondes monochromatiques &émises par interactions
(p. L.), nous avons d’aprés la deuxiéme partie :

Bnax ™ KV L Q) a 112 €t Wy ~ 11, (P—L)

ce qui donne

Bl,.;_?.i_ﬂi (4.21)
kv, q.

okAn, 1

A=)~ (e

O =7

0]

d'aprés (3.11 bis)

D’aprés les valeurs numériques de la troisiéme partie

et prenant%g)- ~ 10-1, nous obtenons y. ~ 1 Rd/s -

Et ‘Bi ~ 0,5 'Y-

Les ordres de grandeur obtenus pour les ampli-
tudes maximum des champs magnétiques sont donc
assez satisfaisants dans les deux cas.

Norte

Au moment d’envoyer cet article, nous avons eu
connaissance d’un article de Charles 8. Roberts
(Pitch angle diffusion of electrons in the magneto-
sphere, Reviews of Geophysics vol. 7, n® 1, 2,
February-May 1969) donnant un certain nombre
de courbes expérimentales concernant le spectre
des ondes en fonction de la fréquence, courbes qui

ment.

CONCLUSION

On constate que la théorie quasi lindaire ne doit
pas étre utilisée sans précaution ; si les temps carac-
téristiques d’évolution du champ et de la fonction
de distribution ne sont pas supérieurs au temps de.
cohérence de I'onde, on doit traiter le probléme par
une théorie différente.

"L’expression générale obtenue & I’ordre deux pour
la partie homogéne de la fonction de distribution

- permet, moyennant des hypothéses différentes de celles

utilisées en théorie quasi linéaire, d’obtenir une
théorie  valable pour une onde monochromatique ;
le paramétre essentiel de cette théorie est la fréquence
de piégeage ; on la calcule 4 partir du mouvement
individuel d’une particule sous l’action d’un champ -
magnétique statique et d’une onde électromagnétique.
Le calcul fait apparaitre, dans le repére ot Ia fréquence
de 'onde modifiée par effet Doppler est égale 4 la
gyrofréquence de la particule, une composante
paralléle de Ia vitesse de la particule qui est une fonc-
tion oscillante du temps, Un tel effet se traduit,
lorsque ’amplitude de I'onde est suffisante, et si,
initialement la particule est assez voisine de la réso-
nance, par une oscillation de la particule pidgée
dans le puits de potentiel de 1’onde.

Ya conservation de 1’énergie cinétique dans le
repére de 'onde implique que la vitesse perpendi-
culaire de la particule soit également une fonction
oscillante du temps (autour d’une valeur moyenne
généralement non nulle). Le gain maximum en énergie
perpendiculaire est

213413
QirnY

2
AW{ max ~ =

En explicitant les conditions de validité de la
théorie quasi lindaire, on constate qu’elle est applicable
aux émissions & large bande et peu intenses du type
« souffle » dans le domaine des T.B.F. Par contre,
les émissions en perles du type pc 1 qui sont relati-
vement intenses et assez étroites en fréquence sortent
du cadre de la théorie quasi linéaire. II semble que la
théorie monochromatique soit bien adaptée A leur
étude,

L’étude des spectres maximaux obtenus en théorie
quasi lindaire et en théorie monochromatique montre
que les valeurs de I'amplitude des champs magnétiques -
prévisibles: par ces deux théories sont compatibles
avec les valeurs expérimentales observées.
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Dans le cas du souffle, ol comme on I'a vu, fa
théorie quasi linéaire semble s’appliquer, nous avons
pu donner une expression du champ magnétique de
T'onde en fonction de la fréquence émise.

Il faut toutefois remarquer Que ces théories sont
faites dans un milieu infini et homogene, ce qui n’est
pas le cas de la magnétosphére. Or la fonction de
distribution des électrons peut, dans le cas du souffle
T.B.F., évoluer sur une échelle de temps telle que,
les. particules peuvent effectuer de nombreux aller
et- retour avant que cette fonction de distribution
soit- fortement modifise. Ceci implique qu'il faudrait
tenir compte de la géométrie finie et de l'inhomo-
généité du milieu:

Dans le cas des pulsations de type pe L, la fonction
de-distribution est fortement modifiée sur un temps
nettement inférieur au temps d’aller et retour des
protons. Aussi une théorie monochromatique en
miliew infini et homogéne semble suffisante, au
moins en premiére approximation.

Des mesures expérimentales directes des ondes
et des particules seraient d’un grand intérét du point
de vue de la théorie. Compte tenu du temps de réso-
lution des détecteurs de particules et des possibilités
limitées de la télémesure, ces mesures ne sont envi-
sageables que dans le domaine U.B.F. mais 1’on peut
facilement concevoir, dans ce domaine, des expériences
qui permettraient de mettre en &vidence le piégeage
des particules et d’en étudier expérimentalement les
effets sur les fonctions de distribution angulaires
et énergétiques.

Nous tenons 4 remercier MM. G. Laval et R. Pellat,
qui nous ont initiés aux mécanismes non linéaires.
Nos remerciements vont également 2 M. R. Gendrin,
pour ses nombreux conseils et Pintérét qu’il a porté
3 ce travail. Nous nous devons également de mention-
ner-les fructueuses discussions gue nous avons eucs
avec Mme J. Etcheto et Mlle S. Lacourly.

APPENDICE

COUPLAGES A TROIS ONDES

Etudions dans les hypothéses précédentes (kjl By, E
et: B transverses), la possibilité de couplages non
lindaires & trois ondes. Un tel mécanisme est suscep-
tible de se produire si les conditions suivantes sont
remplies simultanément.

A) @i = O + Op-i
B) D(oj,k)=0 D(®i,K)=0 D(wj-i»k—F)=0
C). Les matrices d’interaction sont différentes de zéro.

Les deux premiéres conditions peuvent gtre réalisées
pour I'onde droite, mais nous allons montrer que la
troisiéme ne le sera jamais.

Les éléments de la matrice d’interaction & trois
ondes s’obtiennent en reportant les courants non
linéaires calculés & l’ordre deux dans les équations
de Maxwell.

ferivons 1'équation d’évolution de la composanie
de Fourier % de la partie inhomogéne de la fonction.
de distribution.

ey ik ofy — mea—ff

5]}.
ot dd

= - %(Eﬁ' ;AB::)%;GO + %ENH:’ (.1
k’

avec Nkkf = (Ek‘ + VABkJ) . Vufk'-k'

Aprés analyse de Fourier sur le temps, on obtient
au premier ordre

; +(1),~ i
-‘-‘1-[ E e ]Aan (52)
0—kV)+a, o —kV)— o,

E""(l)e"'ﬂr

() -
fi o

au deuxiéme ordre :

. of®
SO Lo —kV)] = mc—g;

= ~ LB} P44 By Pt *] 4Gy
2m

G
—LEmie— L5 Me  (53)

. 8
Calculons M, en utilisant la refation B == C— on

o0
obtient :

ELW g 2
—o —(k—=K)V) + o,

My = %{(A«—C)r.[m

(1) p=(1) g~ 210
+ Ek, Ek—k’e ]Ak-k'Go
0o —(k=Kk)V)—o,

BB
a—o —{k—Kk)V—o.

# (44|

=(1) pFl)
P BB Yl
0~ @ ~(k—k)W)+ 0,
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ce qui permet d’écrire /4 sous la forme (5.4)

fm..ﬂ, Ef@g-i Er gtk 4G
* 2m| 0—kV} + o, o—-kV)—o, ko

iq EX 4G
+ﬂ__.....’.‘L__Q

m k¥, 3%,
2y ESWEN e
Lfua _mvade

m (0-k V)| —200) (0~—0'-(k-k") V), + ©,)
. BB e ]

(0=kV)+20,) (0= 0 —(k—K)V};~a,)

+ {1} pp=(1)
o=k, 0—o' ~(k—k)¥};— o,

= (1) (1)
+ B Eu-e J}Ak-—k‘GO
(’D"‘"G)"-(k—k’)V” 4 @,

A partir des équations de Maxwell

Am_ .7, 10E
VAB—H.OJ"{'EEF‘-

on obtient des équations qui lient les champs d’ordre -

deux aux courants.

ke
e

| ®
= zs;i_q_S_J‘ Vlei%f]gf)V_LdVLthd(b (5.5)
o
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I fPv,aviavide  (5.6)
SOk

Reportons (5.4) dans (5.5).

(2)
— By

L’intégration sur ¢ détruit tous les termes oscillants ;
ce qui permet d’écrire (5.5) sous la forme :

k*c?
["az" -1
2 2
+z, 0 J Y :4GodV, dV), l] Ef® =0 (5.7
g o—k¥Vto,

Les mémes opérations transforment {5.6) en (5.8)

ing? [ V. dV,dV,
[0*~Z0i]ER ==, ‘14_1 Ll
Eyin O)“kVil
T4+ C)[L1 iiGo  (58)
ob  [L]= ZEUELe | EOED,
o—kV| Lo, a—kV, o,

On constate sur (5.7) qu’il »’y a pas de perturbation
non linéaire de !’équation de dispersion, la matrice
d’interaction est donc nulle, il est impossible d’obtenir

“un couplage & trois ondes entre ondes transverses

s¢ propageant parallélement au champ magnétique

- statique.

Si ® € ©,, la relation de dispersion des ondes
électrostatiques (@® — ®3,) Ej,=0 ne peut &tre
satisfaite & ['ordre zéro que si Ej, =0, Le terme
non linéaire qui figure au second membrs de (5.8) est
nécessairement petit donc 1’équation (5.8) ne peut
&tre satisfaite que pour E{3 = 0. L’onde électrosta-
tique E(}’ susceptible de se créer par couplage d’ondes
droites et gauches a donc une amplitude quasiment
nulle faute de pouvoir se propager tant que ® < 0.

Manuscrit regu le 4 novembre 1969.
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Self-consistent solution of the quasi-linear theory:
Application to the spectral shape and intensity of VLF waves
in the magnetosphere

A. Roux and J. Sor.oMoN
Groupe de Recherches Ionosphériques, 94, St—Maur, France

(Recewved 2 November 1970; in revised form 26 March 1971)

Abstract—During a gyroresonent interaction teking place inside the magnetosphere, the re-
laxation of the warm electrons anisotropy, which is due to quasi-linear effects, changes the
growth rate of the VLT waves. A self-consistent treatment of this process enables us to compute
the frequency spectrum of these waves. Assuming that the energy diffusion of electrons occurs
in a characteristic time rmuch larger than the time required for pitch-sngle diffusion, we solve
(in a self-consistent way) the coupled system which consists of the diffusion equation for particles
and energy conservation for waves. Such a method is similar to the one used by DrRumMmMoND and
Prvus (1962) to compute the quasi-linear spectrum in the electrostatic case. In the gpecific case
of emission by magnetospheric electrons, the results of our computation is in agreement with
satellite datas from the point of view of both the spectral shape and of the wave intensity.

INTRODUCTION

THE OYCLOTRON instability in the whistler mode has been described by many

authors (see for instance LimmoHN, 1967 in the linear case). ANDRONOY and
TRAXETENGERTZ (1964) have introduced the quasi-linear theory of that kind of
instability. Making an hypothesis about the intensity and spectral shape of the
emitted waves, TvERSEOY (1968) has solved the pitch-angle diffusion equation
and discussed the role played by energy diffusion. KaNyuL and PETSCHER (1966)
have essentially dealed with the stationary case; they have assumed a permanent
source which was able to regenerate the warm eleotron distribution and & growth
rate which exactly balanced the energy losses of the waves escaping from the
amplifying zone. One important result of their theory is the existence of a limiting
flux for the trapped particles.

A different point of view is adopted here; we study a dynamical problem
with an initial condition for the distribution function of the particles and we
foous our attention on the final frequency spectrum of the waves. We assume
that an initially anisotropic distribution relaxes towards an isotropic (or less
anisotropic) one, under the influence of the quasi-linear diffusion; at every time,
we compute the new growth rate which corresponds to the new distribution
function; we are thus able to compute the new total fleld intensity and therefore
the new diffusion coefficient. If this process is iterated, we can determine the
final spectral shape and intensity of the waves, which results from this relaxation
mechanism. In fact, only the final spectrum is computed hers. We do not assume
& continuous injection of hot particles; we only need to make an hypothesis
about the initial and final state of the distribution funetion. These hypotheses
are perhaps somewhat restrictive, but the important point is that we obtain a
self-congistent solution of the coupled quasi-linear system (diffusion equation
for particles and energy conservation for waves).

1457
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The first part of this paper is concerned with the solution of the quasi-linear
coupled equations in a homogeneous and infinite medium. The second part is
devoted to the various characteristics of the wave spectrum with respect to
magnetospheric parameters. In the last part, we take into account the finite
geometry of the medium and compare the theoretical spectra with, the experi-
mental ones,

1. SOLUTION OF THE QuAsi-LINEAR SysTnM

It is generally admitted that the VLF and ELF broad-band hiss is the result
of a gyroresonant interaction between energetic elestrons and the whistler mode
(sce KENNEL, 1969; GENDRIN, 1970, for reviews). Such an instability occurs
when the electron distribution function is anisotropic and peaked towards large
values of the pitch-angle. _

Tor the sake of simplification, let us assume that k // By, where k is the wave
vector and B, the static magnetic field. For broad-band emissions which are not
too strong, the following conditions hold: :

1

"® 7 Vel Bk
(1.1)

1
" (VA Bk

where 75 and 7, are the characteristic times associated with the variations of,
respectively, the amplitude of the wave electric field and of the distribution
funetion of warm electrons; Vg is the electron resonant velocity (parallel to B,);
and Ak the width (measured at 1fe) of the wave spectrum. When both these
conditions are satisfied, one can apply the quasi-linear theory to study the wave
emission and the particle diffusion resulting from cyclotron instability (Roux
and Soromon, 1970). Let us notice that these inequalities are not often fulfilled
in the ULF range and that consequently the quasi-linear theory cannot always be
used when studying these ultra-low-frequency emissions.

We take the distribution function of the electrons as the sum of a cold plasma
distribution function and of a warm plasma distribution function, F,.

L

vy

Flo,v,t) = ';’-ol:%, 6(vy) d(vy) + Filvy, vy, t)] - (L2)

where 7, is the cold plasma density.
We write the normalization condition for F;:

2w L -] 7,
f d(ﬁ J‘ v d’t‘)_!_ f Fl('v_j., v", t) d’U" = — (1.3)
0 0 —| no

where n, is the density of the warm electrons; we will also use F, a8 Fy(a, v, t),
where & is the pitch-angle and v the total velocity.
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We write the amplification coefficient y in the form which was given by KexNNuL
and PurscHEK (1966):

@ 1
p=moult =] n |4 7w = e
L w :
where
( (CO“ - (D) ® .
N (V) = 2'4"“'—]6—""‘ o v, do; Fy (v, v == Vg
{ : f vldv_,_tgacia{’l (1.5)
4, (VR) == - o z
2 f v, dv, Fy
\ 0 v=Vr
w,, is the electron cyclotron frequency:
Wy == IQa BO/ms‘l
and Vg, the resonant velocity, is given by
VR = (fl) -_ Cl)m,)/k.
A positive value of y means amplification, a negative one, absorption.
We use the following hypothesis:
0 < (1.6).

As we will see later, such an assumption is generally correct when the VLI emission
takes place inside the plasmasphere. When the condition (1.6) is fulfilled, the
" energy diffusion of electrons ocours in a characteristic time 75y much larger than
the time rp, required for pitch-angle diffusion. (KENNEL and PETSCHEEK, 1966;
TvERSEOY, 1968.) After a time ¢ ~ 75, and in the absence of a permanent source
of particles, the anisotropy has disappeared and y becomes negative: the waves
are absorbed. This characteristic time has to be compared with the characteristic
times related with the finite geometry of the medium; we will discuss thig point
in the third part. '
The hypothesis (1.6) enable us to simplify the expression of y (1.4):

y =m?ow [VR|J‘m?.u_d'vitgoc-a-)ﬂl . (1.7)
o 0 ad. 1’];"?}2
The integration has to be performed with v = ¥V so that
- v, =-'*v“ tgc‘ﬁ VRthC
and (1.7) becomes:

"2 tg2q OF
= e 3 ) —— ..........1'

y = 72 w, |V} . Tosix Ba da.

(1.8)

When 7y > 7pe the quasi-linear equation deals only with pitch-angle diffusion
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and we can write (KENNEL and PETscEEE, 1966; (ENDRIN, 1968; TVEBSKOY,
1968).

aF, g% 1 a{ sin « 81*"1}

3 | m,tein « o ljveosal * o (19)

in whmh B2 is the wave power spectral dbnsity by unit of wave number, which
is normally a function of k. But taking into account (1.6} we obtain

Vg oy — (1.10)
so that we can also write B;,* as a function of Vp.
We integrate (1.9) with respect to «, keeping » constant: '
= aF; (a', v) g,2 By,2 oF
’ 1 2 ' a | _» 1k 1
——ee Q| = 22 —_— 1.11
.[) sn « dt * Tm,E s« |v cos «| de (L1.11)

Taking now B,,? as a function of V5 and using the relation
Ve =vcosa

we can consider (1.11) as a function of « and VR in both members.
We muitiply (1.11) by: .

sin «

cost o

m Wy I VR3|

on both sides. Then a second integration with respect to «, and with ¥z constant,
enables us to make appear y under the form (1.8):

™2 sin * ,aF | o2 XV
'A‘TWuc[V_le cos&“ {f sin & aldoc}d izyk_m_(l__ﬂu_ (1.12)

| |Vl
Now we take into account the wave energy conservation equation:
dBy,?
""'étl';e" == 2 yk Blkz . (1.13)

S0 we can rewrite (1.12):

"% gin o [ ™ . aF | g 1
™o |Va] o 0034«.“; S d“}d me? 2 [V g |6t[31"2 (Vahi (L.14)

which can be integrated with respect to time between ¢ = 0 and .
Neglecting the initial value of By, we obtain:

2 (2
By2 (|Vg| ) = 2= w,,% VR"'J; de sin @ J. de’ sin « [F (cc', Yz , t)

cos? o cos &
29)]
— F (oc ' oon o , 0 (1.15)

If ¢ is taken equal to 7p, F, () is no longer a function of «’ and one obtains the
speetrum which corresponds to a relaxation towards complete isotropy.
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Whatever is the final time which is choosen, ByX(#) is a function of Vp and,
through the relation (1.10) and the dispersion equation, is a function of frequency.

Application of equation (1.15) to some specific initial distribution functions
will be made in the next section.

9 INFLUENCOE OF THE MAGNETOSPHERIC PARAMETERS ON THE
SPRECTRAL SHAPE OF THE EMrrTED WAVES

2.1 Analytical expression of the specirum for a particular distribution

In this part, we suppose that the length of the medium (in the B, direction) is
larger than the characteristic length associated with pitch-angle diffusion, so that
the amplifying medium can be considered as infinite and the total anisotropy
relaxation can occur. We assume a warm particle distribution function of the
following form:

n 1 AT
F, (a, v) == éme exp(—- -?30—2) sin™ « (2.1)

K, being the normalization coefficient with respect to « (see equation (1.3)). With
such a distribution, the anisotropy which is defined by equation (1.5}, is A, = mf2
(LiemoEN, 1967). '

Using the expression (2.1) for the initial distribution function and assurning

that the total relaxation towards a complete isotropy (m == 0) has been achieved at

the time ¢ = 7p,, we obtain from (1.15) the final spectrum:

B2 (|VR|s T Da) Ty M2 (Va)s "2 sin o ( V.* )
o 4pofe 270 (T4 5/2 ——t
foo ¥ my st \ o Ko o cost P % cos® )
% M («) da  (2.2)
with
2
By = —ﬂBmg- (2.3)
Vs
B, 2 is the power density of the wave magnetic field by unit of frequency
z = £ , [ frequency of the wave and f,, = g—"f ,
ca ko)
Vy= oJf{i , electron Alfven velocity and
pe

fres Plasma frequency of the electrons. :
In order to write (2.2), we have used KunxsL and PrTscEEx’s (1966) formulas
giving the relation between ¥V and ¥, for the whistler mode: '

Ve o~ g2, Js ~ 2t/2 S (2.4)
V4 Va

where V, is the group velocity.
The expressions of K, and M, («) are given in Table 1.
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Table 1. Expressions of K,, and M, {«x) as a function of m

" K Mm(a)

. , , —
1 dfr w[éc(l—cosa)—f—}-sm x

2 4
2 3 toosa —fcosda
3 3z sin2«¢ sin 4o
[ My = -
3 16/ T (1 —cos ) 3 + — | 33
4 5 ik (eos ¢ ~ 1) + £ {1 — cos 3a) — g (1 — cos 5x)

We give now another expression for (2.2), which we have used for computations:

B,/
Jes

/2 sin « - ( VAE )
J(; ot P~ 2 Vo2 cos? « Hon(a) do_‘

where B,,? is expressed in (m'y)’a . Hz-! and f,, in Hz.

3
= 0,7. 108, (L) Dagsp g (2.5)
Vo Ro

2.2 Numerical resulls: Influence of the magnetospheric parameters

We are going to use equation (2.5) for numerical computations and so to examine
the role of the different parameters which enter this formula. All the computations
are made with n,/ny = 10~% which seems a good approximation of experimental
data inside the plasmasphere. Let us notice that B,,? is proportional to n./n.

| Comparison of the linear and the quasi-linear theory. In the linear theory, the

electromagnetic fleld which is emitted depends strongly on its initial value, which is

unknown. Furthermore, the linear theory predicts an exponentially growing wave
field which would lead quickly to an extremely high level of the field. But this
phenomenon does not occur because we have to consider simultaneously the reaction
of the emitted waves upon the particles. The quasi-linear theory takes into account
the modification of the particle distribution function during the process of the
emission, due to the electromagnetic field. For example the frequency f, for which
the power spectrum is maximum is different from the frequency f’y for which the
initial linear growth rate is maximum. This is demonstrated in Fig. 1, which rep-
resents both the initial linear growth rate and the final wave spectrum. The fact

that fy < f'y is due to the form of the diffusion coefficient. From equation (1.9) we
gee that this diffusion coefficient is:

qea Bikz . ‘Bl-kz (2 6)
= T — = e, .
w2 Ve T [V |
But ¥z varies like f~1/2 (equation (2.3)), so that D is larger for high frequencies than.

for low frequencies. Therefore the growth rate disappear first in the high frequency
range and the total wave fleld is more important in the low-frequencies range.

D
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Fig. 1. Linear and quasi-linear theory. Dashed line: Theoretical initial growth
rate in the linear approximation (right-hand scale) obtained with a ratio nyfng =
10-3, an e-folding velocity vy == 7 V4 and an initial anisotropy 4 = m{2 = 1.5.
The normalized frequency corresponding to the maximum growth rate is f'o/f,, =
6 x 10~%. Continuous line: Theoretical spectrum obtained by the quasi-linear
theory, after complete isotropization of the distribution function has taken place.
The initial parameters are the same. The normalized frequency corresponding to

the maximum spectral power density is fo/fs, = 22 x 1072

Influence of the anisotropy. Figure 2 shows the influence of the initial parameter
m upon the spectral shape of the final spectrum; the frequency fo changes only
slightly with m. On the contrary, the absolute value of the maxzimum intensity
varies strongly with m, especially for m < 1. From our numerical computations,
we are able to deduce the following approximate expression.:

B = mi® 2.7

m, being the initial value of the anisotropy parameter. The variation is important
only for small values of m. Consequently, the intensity which is obtained for a
relaxsation from m = 4 to m == 0 is almost the same as the one which is obtained for
a relaxation between m = 1 and m = 0. So we do not need large values of the
initial anisotropy for getting large values of the VLF field.

Influence of the ratio V 4fv,. The magnetic energy per particle is § m, V2 and
the mean kinetic energy of a particle is 3 mvplf4, if one assumes a distribution
function given by equation (2.1). Thus (Vy[vp) is proportional to the ratio of these
two energies.

In Fig. 3, the spectral shape and intensity of the final spectrum of the emitted
waves, are given for two values of V4 [

" The intensity and the frequency f, of the spectrum depend strongly upon the
ratio ¥ 4fve. From our numerical computations we get approximatively:

(folfee) == (V afv0)® (2.8)
B = (o] V )% (2.9)
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Tig. 2. Theoretical spectra obtained with an initial ratio n,/ny = 10~3, an initial

e-folding velocity vy = 7 V4 and two different anisotropies 4, = m{2 = 2 and

4, = 1/2. The normalized frequency corresponding to the maxima of the spectra
is around 22 x 10—2,

V,/ vg =015

B, / *T_ (my.HZ )

Vy/ Vo= 03

Spectral intensity,

L i O O O A ] bedndd
g2 o=t

Normalized frequency,  /f., :
Fig. 3. Theoretical spectra obtained with an initial ratio nyfny, = 1072 and an
initial anisotropy 4 = m|{2 = 1:5. Thee-folding velocity are respectivelyvy =7 ¥ 4
and vy 3 V4. For the first curve (vy=~7 V) we have BI,\/‘?;_"-J. 1-23 and
Jolfee =22 x 1072, For the second one By Vo = 0-62 and Jolfes =9 x 1072,

Buf, remembering that V 4[vo does not vary too much inside the plasmasphere,
we see that the spectral shape and the maximum amplitude of the VLF hiss
will not depend too much upon the line of force on which the interaction takes
place. . '

Knowing the influence of the magnetospheric parameters upon the spectrum
we now will try to take into account the finite geometry of the medium.
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3. Cagn or A Bounpan Prasma

3.1 Diffusion time of the particles and transit time of the waves

If the plasma is bounded, there is a transit time § of the waves through the w !
amplifying zone. So the interaction between waves and particles is limited by this |
transit time § and it is necessary to compare § and the relaxation time rp,. 1

To calculate 7p, we use the diffusion equation (1.9). In a first approximation, i
we agsume that:

oF, F,
=t~ 1
at TDe (2.1)
Then we put the partioular expression (2.1} of F; in the second member of (1.9).
After the two derivations we obtain:

o Vp g7 a
2 —2 -I-’:— oy (3.2)
in which use has been made of equation (2.3). With equation (2.4) we can also write:
. m, ﬂ,, 1 tg &
D f m? Bn

Obviously, for each initial value of «, there is a value of rp,. One can compute a
mean value for a given resonant velocity by integrating over «. (Vjz being kept
constant). One obtains:
my®fua 1 1
o)~ G B
For m ~ 1, this value is not much different from the one given by KENNEL and
PrrscHEK (1966). They calculate the distribution function in the stationary case

and they deduce the corresponding anisotropy (their equations 3.10, 4.12 and 4.16);
then the life-time (as expressed in our notation) is:

m,a 1 7V r2m
g* Byt V, m’
Numerical estimation of (rz,) can be made by assuming:

fd!
i

(3.3)

Ty

~10; 1< m < 4, 1< B2, < 10 (my)? Hz"1;
one obtains:
Is < (Tpy )< 300 sec.
. We define the transit time 0 of the waves as
f = —
v,

where % is the length of the amplifying zone. This length has received a semi- | |
quantitative definition by Hrrrrwrrs (1967). |




- 134 -

1466 A, Roux and J. SoroMon

For instance, with & ~ 2000 km, f,, = 10 kHz, f,, = 100 kHz,
we obtain:

1
0 ~—
TG See-

Thus, in general the following inequality holds inside the plasmasphere:

0 < 7pa (3.5)

Therefore it is necessary to take into account the energy which is lost by the waves
escaping from the amplifying zone, For doing this we must modify equation (1.13).
This iz the subject of the next paragraph.

3.2 Diffusion equations in a bounded plasma

Taking into account the results of the above paragraph and assuming that the
strong inequality o < w,, is fulfilled, we obtain two coupled equations (KENNEL
and PETSCHEK, 1966): .

ar, 9'82 1 a[sinot:l 5 OF,
2 mag sin « Ju v cos ] "1 Er + 8 (e, 2) (3.6)
0B,z 3B,.2 |
a;k +V, a;k. w2y, B2 (3.7)
By?

where § («, v) describes the particle source and ¥, the energy loss by waves

dz

escaping from the amplifying zone. We will restrict ourselves, here, to the case of

an injection which takes place in a much shorter time than the diffusion time, so

that the source term can be omitted: § («,v) = 0., Such a case is completely

different from the stationary case that has been studied by KexNzn and PETSCEER.
With the new equations (3.8) and (3.7) equation (1.14) becomes:

/2 x oF, . , 21 oB..2 8B,.2
chellef :::4“ {f 8in oc'-—a-t-}doc}dm mg“m[““égt+1’rg _ézlﬁ'} (38)

mﬁ 2 IVRl
But
aBlka V, 2 Bl]cz
Vo‘_a'z'" "‘"? w =g (3.9)
The integration, with respect to time, of this term gives, as a definition:
1 [ro= T
3 fo Byt (t) dt = = (By?) (3-10)

where < B2 > is the mean value, with respect to time, of the emitted field.
Because of the loss of the waves at the end of the amplifying zone the final wave
field, after time & ~ T4, i8 zero. We can also neglect the initial wave field as com-
pared to << B2 >. So that the only contribution, in an integration with respect
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to time, of the second member of equation (3.8) is equation (3.10). Therefore the
integration of equation (3.8) between { = 0 and ¢ = 7, gives:

5 |
(By®) ~ g By* (7p4) | (3.11)

where By2 (v, i8 given by equation (1.15). One could have thought of iterating
this equation: taking an estimated value of < By? >, one could compute 75, by
equation (3.3). Then equations (3.11) and (1.15) would have given a new value for
< By?®>. Unfortunately, both equations (3.3) and (3.11) give in fact only the
product < B2 > 7p, In a certain sense, this is normal: integrating only between
the initial and the final state in a lossy medium we cannot determine the intermediate
steps. In other words, with a given energy source (anisotropy) we cannot say if
there is a high level field emitted during a short time or a low level one emitted
during a long time. This ambiguity, which is due to the losses, can be removed if
one follows the time development of the phenomenon, solving numerically the
diffusion equation simultaneously with the field equation; or if we get independent
measurements of the life-times.

3.3 Numerical results

Nevertheless equation (3.3) gives < By? > rp, as a funetion of f[f,, and m,
whereas equations (3.11) and (1.15) give it as a function of n,/ng, f{fe, V4/ve and m.

If one wants to compare with experimental data, first we will try to fix fo/f,,; there- .

fore Vv, is determined. Thus the compatibility of equations (3.3) and (3.11)
plus (1.15) leads to a certain relationship between n,/n, and m. Assuming that
ny[mg is given, m is thus determined. But only the product < By,? > 7p, is obtained.
Such a procedure has been applied in order to interpret the experimental data of
RUSSEL ef al. (1968). Figure 4 gives an example of the obtained results, in which the
experimental and theoritical amplitude has been made equal. The general agreement
is good, taking into account the fact that we have made the computations for a
limited set of parameters m and V_j/v,. The value of m which is obtained (m ~ 1,

A4 ~ 05) is compatible with the theoretical value of KeNNEL and PETSCHEK (1966),

but smaller than the one which is deduced by Parxs (1970) from his measurements
on board ATS-1. The value of 75, that we get ( ~ 200 sec) is also compatible with
the.life-times experimentally measured on board a rocket at this L-value (ETCHETO
et al., 1970). But the mean kinetic energy of the particles that we are obliged to
assume is very high in this case (& ~ 250 keV). Such a value is not usual for this
range of L; therefore, we give, in Fig. 5, another example of such a theoretical
spectrum with a more usual mean kinetic energy for particles.

In Fig. 6 we compare the case of a spectrum inside the plasmasphere and of a
speotrum outside the plasmasphere. The value of the cold plasma density n, must
be modified when we are outside the plasmasphere, whereas the density of hot
particles, #,, can be taken equal on both sides of this boundary. ‘In Table 2, some
characteristic values on both sides of the plasmasphere are-given.

Outside the plasmasphere the maximum of the spectrum is displaced towards
higher frequencies; thus the condition & < w, may be more difficult to satisfy.

Hengce it would be necessary to include energy diffusion. The complete diffusion -

12
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Fig. 4. Limiting spectra of VLF waves. Thick continuous line: Theoretical
spectrum obtained at L = 46 with an initial ratio ny/ny == 1073, an initial ¢-fold.
ing velocity vy = 7 V4 (£ =2 250 keV) and an initial anisotropy 4 = mf2 = 0-5.
The frequency f, is around 200 Hz and the integrated intensity is of the order
of 45 my; the diffusion time is ~ 200 sec. Thick dashed line: experimental spec-
trum obtained by RusszL et al. (1968) and reported by Rosmrrs (1969). The
frequency f, ia 130 Hz and the integrated intensity is of the order of 50 my. Thin
dotted line: The theoretical value of the linear growth rate under the same con-
ditions is also represented for sake of completeness.
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Fig. 5. Limiting spectra of VLF waves. Theoretical spectrum obtained ab

L =46 with an initial ratio n,/ny =103, an initial e-folding velocity

vg= 3 V4 (£ = 40 keV) and an initial anisotropy 4 = m/2 =~ 0-5. The frequency

fois around 900 Hz and the integrated intensity is of the order of 80 my; the diffu.
sion time is ~ 100 sec. :
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Fig. 6. Limiting spectra of VLF waves. Continuous line: Theoretical spectrum
obtained inside the plasmasphere with an initial anisotropy 4 = m{2 = 0-6. The
frequency f, is around 400 Hz and the diffusion time is ~ 100 sec. Dasghed line:
Theoretical spectrum obtained outside the plasmasphere with the same L value and
the same initial anisotropy. The frequency f, is around 2500 Hz and the diffusion
time is ~ 10sec. The two spectra are computed for L =5 (f,, ~ 10kHz).

Table 2. Comparison of the parameters inside and outside the
plasmasphere for L 2 5, and of the characteristic numbers of the

Hz

two spectra of Fig. 6

Inside the plasmasphere

Outside the plasmasphere

ny = 103 m~3

fyfng = 103

foe 2104 Hz

Sre =105 Hz

V4223 x 107 msec™?
E 22100 keV

VA/’”D e (-2

fo = 400 Hz

Toeed x 1072

V, = 107 m sec™?

&z
0 = 7 o2 2{10 sec

g0
B}, A T{my)? Hz1

ng = 107 m~*
ﬂll‘nt; = 102
e = 104 Hz
e =23 X 104 Hz
V4=9 x 107 msec?
E =100 keV
VAIUO e 048
fo =2 2500 Hz
@y o2 0,25
Vo228 x 107 msec™®

== 1/60 sec
B}, ~ 11:5(my)? Hz™?

problem is a rather difficult one, although some progresses for its solution have
been achieved by Tvimskoy (1968), KmnNrL (1969) and HABRmNDEL (1970).
Outside the plasmasphere, 1/3 is a typical value for w/w, (RUSSEL ef al., 1968),
50 that the pitch-angle diffusion coefficient is approximatively 10 times the energy
diffusion coefficient; the isotropisation begins first, then energy diffusion takes
place. In such cases, the precise knowledge of the wave fleld spectrum due to
isotropisation. would be of a great interest for further development of the energy

diffusion problem.
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CONOLUSION

It is somewhat difficult to formulate the conclusions of the quasi-linear theory
in a manner which can be verified experimentally. Various attempts have been
achieved recently which try to show that the limiting flux introduced by KENNEL
and PETSCHEE (1966) well governs the VLF emissions. There are many experimental
difficulties particularly the fact that usually waves and particles were not measured
on board the same satellite. It is perhaps the reason why CaurrMAN and GURNETT
(1969) have concluded negatively. Other authors concluded positively and claimed
that there exists a good correlation between flux near or above the limiting flux and
VLF occurrence (RYCROFT, 1970). PaRks (1970), GENDRIN ¢f al. (1970) and ETcHETO
et al. (1970) concluded also, from the experimental study of the diffusion life-times,
to the validity of the predictions based upon.the limiting flux and on the quasi-
linear theory. We have proposed here, in a dynamical case (the initially given
anisotropy decreases with time) a method which permits to calculate the characteris-
tics of the wave spectrum. As we have pointed out, it is not possible to obtain this
spectrum from the linear theory. Furthermore the frequency f'y, which gives the
position of the maximum of the initial growth rate, is quite different from the
frequency f, (f, < f'o) which gives the position of the maximum of the quasi-linear
spectrum.

We bhave also studied the connection between spectra and magnetospheric
parameters (n,/ng; 4., V.4fv,). This connection gives us new possibilities concerning
the experimental test of the quasi-linear theory of gyroresonant interactions.

We have neglected in our calculations the inhomogeneity of the medium along
the field lines and the losses of particles in the loss cone. A more complete calculation
should take into account these two points. '

The lack of knowledge about injection and acceleration processes does not
permit us to decide whether the hypothesis of total or partial relaxation of the
anisotropy without permanent source is correct or not. For this purpose, more
simultaneous experimental data about the spectrum of the waves, the anisotropy and
lifetime of particles are needed.
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A self-consistent solution of the equation of wave generation and particle diffusion is
obtained for gvroresonans interactions between ELF waves (a few hundred hertz) and
medium-energy electrons (a few tens of kev). A dynamic equilibrium is considered in which
new particles are continuously injected and ultimately lost in the atmosphere through dif-
fusion inside the loss cone: meanwhile, waves are generated continuously, but only a fraction O
of them is reflected by the ionosphere. By .an iterative process the wave spectrum can be \
computed in shape as well as in amplitude; the distribution function of the trapped particles
is also obtained. Some of the concepis that were introduced by Kennel and Petschek (1966)
are more precisely defined, and attention is drawn to possible misapplications of these con-
cepts. In particular, it is established that the so-called limiting flux does not have a unique i
value and that it in fact depends upon the source strength: enhancemeits by factors of up i
to 20 can be achieved in very disturbed conditions (Kp > 6). It is also demonstrated that !
the particle distribution function, in an equilibrium configuration, daes not depend on the ‘
cold plasma density, a conclusion that is of great geophysical importance. A comparison with

L
L
{
I
L

experimental data.shows a reasonable agreement with the theory and establishes its interest
for interpreting ELF hiss and equilibrium particle distributions, at least inside the plasma-

sphere.

Most of the time the magnetospheric plasma
is in a turbulent state, Electromagnetic waves
are econtinuously observed, mainly inside the

plasmasphere (see Russell et al. [1972] and -

references therein), and they cause continuous
precipitation (drizzle) of particles. The trapped
particle population exhibits almest always a
marked anisotropy favorable in particular to
cyclotron instability. New particles are con-
tinuously injected at different longitudes and
radial distances via slow processes such as radial
conveetion or diffusion and azimuthal drifts,
which are the long-term consequences of more
violent injections occurring during substorms.
Therefore a situation exists that is a sort of

dynamic equilibrium in which, at a given place, "

particles (and waves) are continuously injected
(or generated) and precipitated (or absorbed).
This equilibrium takes place in a time that is
of the order of the particle lifetime (~100 sec},
and therefore it can be achieved provided that
the particle injection characteristies and the
ionospheric reflection coefficient vary on a

1 Now at the Physics Department, University

of California at San Diego, La Jolla, California

92037,
Copyright @ 1973 by the American Geophysical Union.

longer time scale, which is a common situation
except during very disturbed periods.

Many attempts have been made to solve the
coupled equations that govern this process
[Kennel and Petschek, 1966; Cocke and Corn-
wall, 1967; Haerendel, 1970; Eather and Caro-
villano, 1971; Rouz and Solomon, 1971]. In
none of them was the steady state situation
studied in a truly self-consistent manner. Either
a relaxation process is introduced, or an a priori
distribution funection for the particle or an a
priori frequency spectrum for the waves is
assumed. As a consequence, the formulas that
give the so-called limiting flux and the diffusion
strength are only approximate. The variation
of these quantities with important parameters
such as the source intensity or its character-
istic. energy has been concealed, and many
erroneous conclusions have therefore been
drawn concerning the global behavior of mag-
netosphericaily trapped particles. This paper
presents a truly self-consistent solution of the

steady state problem. The physical assumptions -

will be dizcussed next and are mainly due to the

pioneer work of Kennel and Petschek [1966].
The electromagnetic field is the result of a

gyroresonant interaction between the whistler

8150
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mode and electrons of a few tens of kev. A
source continuously injects new particles in the
interaction region; thus the losses due to diffu-
ston are compensated for. Therefore the trapped
particle distribution funetion (TPDF), which
remains anisotropic, does not present any time
" yariation. On the other hand, the waves escape
from the interaction region, and only a part of
them is reflected by the ionosphere. A continu-~
ous generation, due to the stable anisotropy of
the TPDF, compensates the wave losses, and
the electromagnetic field has a spectrum that
is time independent. On the basis of these as-
sumptions, and with the help of some simplify-
ing hypotheses, it is possible to compute the
equilibrium TPDF and wave spectrum, which
both depend on the characteristic parameters
of the magnetospheric and ionospheric plasmas.

The first part of this paper (section A) deals
with the basic equations of the theory from
which we obtain the expression of the wave
magnetic field as a function of frequency and
the expression of the TPDF outside and inside
the loss cone. More detailed analytical expres-
sions can be obtained when the angular reparti-
tion of the source is isotropic. This is dome in
section B, in which we discuss the frequency
variation of the TPDF anisotropy and in which
we give a precise definition of the limiting flux
§irst introduced by Kennel and Petschek [1966].
We also show that the concept of weak and
strong diffusion can be quantitatively defined
in terms of the source intensity.

In section C, results of practical computations
of spectra and TPDF are presented, as well as
their varistion with different parameters (angu-
lar and energetic distribution of the source,
Alfvén velocity of the cold plasma, etc.). It is
shown that the results depend only slightly on
the value that is assumed for the anisotropy
of the source, therefore justifying the analytical
developments made in section B. In section D,
we compare some of the data that were obtained
on hoard rockets or satellites with our theoreti-
cal results, and section E is devoted to a dis-
cussion of the validity of our hypotheses and to
summary conclusions.

A. THEORY
1. Basic Assumptions

We will use the following notation:

- 14 2A_—‘

e ™
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L Mecllwain parameter.

Ry earth’s radius. .

B, equatorial intensity of the static magnetic
field. '

2 arc length along the line of force, mea-
gured from the equator.

V, = cf/Qq, electronic Alfvén velocity.

£ length of interaction. oo

¢ arid m charge and mass of the electron.

(/2 and Qo/2r electron gyrofrequency and
plasma, frequency. '

r = o/, reduced wave frequency.

E, = mV/2, characteristic energy of the
distribution functions, usually in exp
("E/Eo)- ST

4 growth rate.

V, group velocity of the wave.

B2 or B,* spectral density of the electro-
magnetic field per unit wave number or
per unit frequency.

V. = (w— Q)/k, resonant velocity.

v, v, or v, @ cylindrical or spherical ‘coordi-
nates of an individual particle in the
velocity space (we assume.no agimuthal
dependence). '

oy loss cone angle.

T, time of escape of an electron abt the
equator, equal fo a quarter of a bounce
period. ' :

T. particle lifetime.

noand n, cold and hot plasma densities.

dni/dt rate of injection of hot particles
(dn./dt is different from dni/dt because
this last quantity must be equal to zero
in an equilibrium situation). =

The mechanism that we consider is the one
that Kennel and Petschek [1966] described, by
which a steady source of hot electrons continu-
ously compensates the losses that are produced
by diffusion into the loss conme and by which
the growth rate of the electromagretic field
compensates the losses that are due to a bad
ionospheric reflection toward the interaction
region. But we duly take into account the fre-
quency and the velocity dependence of these
two processes: at each frequency the growth
rate is defined by the equilibrium TPDF, and
for each parallel velocity the diffusion strength
is defined by the self-consistent wave spectrum.

Simplifying gssiumpt.ions are needed for solving
this problem. We assume that the gyroresonant
interaction is the only one to take place, even
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for particles having large pitch angles. We assume
that the waves are propagating strictly along the
magnetic field line (k, = 0), that the interaction
takes place over a finite length £, and that the
medium is homogeneous over this length. All
these assumptions need a thorough discussion,
which will be presented in section E.

Other assumptions are made that are easier

to admit. Although the computations give re-
sults in the whole frequeney range {0 < z < 1),
these results are valid only well above the ion
gyrofrequency (because of the simplified form
of the dispersion equation that we have chosen)
and slightly below the electron gyrofrequency

(because of the simpler form of the diffusion -

equation [Gendrin, 1968]). We assume also that
ny &K n because this leads to a simpler formula
for the growth rate and allows us to write
B = 27B,*/V,. Finally, we assume that o, <K
1, so that T, ~ 14L Ry/v is independent
of @. All these assumptions could be withdrawn
without changing the physics of the problem;
it would just be at the expense of an increased
complexity in the computations,

2. (eneral Fquations 7
‘The plasma distribution function is written as

fa, v,2) = 7 [2,},,;. 36) + ol

-+ fl(ar 4 z)] (1)

in which the first term deseribes the cold plasma,

the second one describes the homogeneous part

of the hot particle distribution funetion (the
TPDF), and the third one deseribes its inhomo-
geneous part {fi € fo).

It is shown in the appendix that the inhomo-
geneous part f, can be eliminated at the ex-
pense of an integration over z. Consequently,
the diffusion equation becomes

re’ 1 a8 [sm a(B) afg]
m’ sina da Ljyy — V,| O
+ S, 9} — Pla,v) = 0 | (2)

in which § and P are the integrated. source and
loss terms over the interaction length and

<Bk2 = _“f+ " Bk (z) dz (3)

The growth rate [Kemzel and Petschek,
1966]. is

= 7 Y — xr 3
v =7 — 1) [1 i0-2 x)] [Vl
.fl'fﬁ Sinﬁa -a-ia
0

cos' @ da

49
in which the TPDF anisotropy 4 is given by

/2 2
4 = f ta.n2 a 9fy do
o €08 o Jda

*/1 tan o )—1
(2 j; cos” o fo da )

The integrations in (4) and (5) have to be
performed with v, = ¥V, = const. Therefore all
the integrands have to be transformed into the
variables « and v, As V, is related to the fre-
quency through the resonance condition, 4 ap-
pears to be a function of frequency, a fact that
will be discussed later.

The steady state energy conservation equa-
tion for the waves inside the interaction region,
Vs 3B,'/82 = 2yB)’, associated with the bound-
ary conditions at the border of the interaction
region and at the ionosphere leads easily to

Rexp (2v&/V,) = 1 -~ (8)
in which B is the (power) reflection coefficient
of the fonosphere.

3. Computation of the Electromagnetic Field

We fallow the method that was deseribed by
Rouz and Solomon [1971]. We integrate (2)
twice, once keeping v constant and once keeping
vy constant, and we make use of (4) and (6).
We get

2rm’ QL
eV, In(1/R) (= 4)

-[l—m-":—;)-]lv,l“lvfn V.l

/2
A a
o co3 a

(B") =

f (S — P)sina’ da’ (T

The loss term P is efficient only inside the -

loss cone, and we will neglect it inr (7) because
of the small value of . Such a simplification
could not be introduced for (p, L} interactions
because of the charge exchange effects between
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protons and neutral hydrogen, which are im-
portant even outside the loss cone [Gregory,
1971].

For the source term we choose an expression
of the form

K, \(L dn
st = ()3 %)
2
-3in” & exp (-— —5*5) (8)
]

in which the normalization factor K, is given
as a function of p by Rouz and Solomon [1971]
and dn,/dt describes the intensity of the source;
" one gets an order of its magnitude by dividing
the density of the trapped particles by their
mean lifetime n,/T;, but a more precise deter-
mination will be given in section B.6. '

Introducing the dispersion equation of the
whistler mode, from which one easily gets V,
and ¥, as a function of z, and replacing S in
(7) by its value will give the expression of the
steady state frequency spectrum of the self-
consistent electromagnetic field. This expression
still comtains the anisotropy factor 4, which, at
the present stage of our computation, is un-
known. Therefore an iteration procedure will be
necessary, but before doing it we must obtain
a first approximation of the TPDF.

4, The Equiltbrium Distribution Functfon

Integrating (2) twice, keeping v constant, and
assuming ag before that P = 0 for &« > a, we
obtain the distribution functlon outside the loss
cone:

folry ) = folexo, ) =2

f' |V, — Val da’
as (BAYV,sina’

* /2
: f 8, 0) sina’’ do’ - (9)

Inside the loss cone we assume that P =
fo/ T, and that the source term is negligible, an
assumption that is valid because T, > 7,. Then,
following Kennel and Petschek [1966], one finds

fola, ©) = X Lla/(DT)™]  (10)
with

e (B, (2)) V()

D@ = 2o 7.0 ~ Vo(@]

(1Y
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in which /, is a modified Bessel function of the
first kind and X (v) is determined by the con-
tinuity of f, and 8f,/0ax for @ = a..

Equations 9 and 10 represent the steady state
distribution for every value of a. We do not
explicitly use these formulas in the general case,
but & particular application is made in the next
section.

B. Awnavyrical RESULTS FOR p = 0

When p = 0, we can obtain analytical solu-
tions that are of great interest because, as we
wiil see later, the results in fact do not depend
very much on the precise value of p.

1. Wave Spectrum
From (7), one gets

/g 2
7 _ ™ Bg T dng )
B = L /man, @ 2@ (12
with
2
H(z) = Ul — 2)°(1 4 22)

2z°

- st=]
. exp [— ﬂl{—xﬁ] (13)

in which we introduce the quantities r = £/V,
and U = V,/V. It is easy to compute the
frequency for which the field is maximum.
When 2 << 1 and the iteration on the amsotropy
is neglected, one obtaina

Tmex = U/2
(14)

1/2 2 2
2 _ 20 7ugle

T
Bux = no Vo %

exp (2) @ In (1/R) dt

The electromagnetic power is directly pro-
portional to the source intensity. However, in
the strong diffusion limit, because of the presence
of A in (13), the field increases'less rapidly than
dng/ dt.

Assuming that £ ~ L Rz (which corresponds
to an interaction region extending up to 30°
latitude on both sides of the equator), B ~ 0.1,
and Eq~ 5 X 103L-3 kev, one gets

Tmax N 2.4 X los(ﬂoLs)-l

(18)
Bfmaxs ~ 7.6 X 107no L1 dny/dt
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in which B,? is expressed in my? Hz~! and n, and
ny are in m~% For an inbound crossing of the
plasmapause (L = const) one sees that 2.
decreases and that Bj...? increases; thus the ori-
gin of the strong and quasi-permanent ELF hiss
at the inner edge of the plasmapause is explained
[Russell et al., 1972]. Taking ns ~ 108 m~* and
I = 4 and assuming dn,/df ~ 102 m=3 sec™! (a
typical value as we will see later), one obtains
frax ~ 0.5 kB2 and Brpe? ~ 15 my? Hz~t, values
that are in good agreement with the experimental
ones.

2. Directional Flux

We introduce the parameter y = «(DT,}7",
which is a function of both « and =, through D.
Usually, 14 y(a,) defines the diffusion
strength, but this quantity is frequency de-
pendent, and a more precise definition must
be given (section B.5). When z < 1, equations
9 and 10 give '

2 In (1/R) (_V_)
TRV 8 \

fo(ole, v) R
- +exp (— -frz%) B(c, v)

o) = 200 o (522

;[on1(yo)' cos 020]_1

+ [ e ()]
o> [+ 1)

o w0 (3]

. {yoh(yo) €03 ao}_l

from which it is possible to get the differential
flux

(16)

2 do’
sin 2¢

a<a0

7= ng’fole, )/m = i + 42 (17)

where we have separated the term j;, which does
not involve Bessel functions, and the term j.,
which does and which therefore depends on the
diffusion regime.

Outside the loss cone, the computations can
be carried out in both approximations (y, < 1
and y, > 1). For a, € 1, one gets
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- _ v sin £\? (tana)
b exp[ ( ' )]ln tan a,

h
, (18a)

. PR [ 1( v )3]

J2w = k.‘Zw (Vo) exp . 2 Vo (186)
Yo 2 1

L v A

@[]
Yo KX 1

where o, < £ < a has an unknown value and

comes from the mean value theorem, The con-
stants &, %.., and k., are given by

1 m \anil/R)

By = By poe £ (19a)
koo = m

[(#::2) 2.8L Ry ;z In (1/R) %:IW (108)

foe = F”'ﬁi"’ﬁ: (1.4L E,) &2 (199)

Inside the loss cone, ; = O, but the com-
putations can be carried out only in the case of
strong diffusion for which both ¥, and y are
1. The value of j, that we get is equal to ja
and does not depend on « as expected because
in strong diffusion the TPDF is isotropic {Ken-
nel and Petschek, 19687,

Looking at (18) and (19), one must em-
phasize the following facts:

1. The angular dependence of j, which out-
side the loss cone comes from j only, does not
depend on the diffusion regime. This was already
visible in (9), S and B, being proportional to
dn./dt; thus the shape of the TPDF outside
the loss cone is independent of the source
strength. .

2. Owing to the presence of sin £ in (18a},
the energy dependence of the trapped flux is
not identical to the energy dependence of the
source, The two variables @ and Z are no longer
separable. .

3. The cold plasma density does not appear
in the expressions that give %, Kew, and K.
Consequently, the equilibrium TPDF-is inde-

“pendent of the cold plasma density, a conclu-
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sion that is of great geophysical importance and
that we will discuss later.

3. Anisotropy
An approximate formula for the anisotropy

can be obtained [Etcheto, 1972] that is valid

‘when z < 1. Thus

N 2x/ U*
AW R T T80 F2 5 6@ Y
in which C(z) = In [(U tan a)®/z] and
r/2 - 2 . %
o) =5 [ o (— L1
Lolgo). tan o do (21)

Yol 1(?]0)

where G{x) depends on the diffusion regime. In
weak diffusion, G(z) is negligible, and one gets
for 2 = Tme and a, K 1:

A mex 2 [In (205)]7* (22)

which is slightly different from the formula,
A ~ Y In (1/a), given by Kennel and Petschek
[1966, equation 4.16]. In strong diffusion, G ~
2¢DT,/(al)* and A ~ &'/4DT,, where D
ig defined by (11).

In both cases, 4 is frequency dependent (Fig-
ure 7) and increases with frequency in the fre-
quency range of interest. Therefore one cannot
speak of the anisotropy of a distribution func-
tion.

4. Trapped Fluz

By integrating (17) over energy (E: < E
< FE,} and angle (& > o) one is able to get an
expression for the integral trapped flux

JE<E<E)=J +J, (29

where again we have separated the term Ji,
which does not depend on the diffusion regime,
and the term J,, which does. Expressions for
J1, J 2, and J3, may be found elsewhere [Efcheto,
1972]. These expressions involve coefficients K,
K., and K,,, which are very similar to ki, k.,
and k.,; K, is a constant (involving only 2, £, and
R), K., is proportional to (dn:/dt)!/2, and K., is
proportional to dn./dl. Again, none of these
coefficients involve the cold plasma density.
Increasing this cold plasma density {Brice, 1970,
1971] will therefore have no permanent effect on
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the trapped population. The equilibrium is
governed by the source mechanism of hot
particles and not by the cold plasma density.
Of course, transient effects, which will mainly
involve the low-energy part of the distribution,
may be observed but on a time scale that is
smaller than the time needed for reaching a
new equilibrium situation, i.e., of the order of
the minimum lifetime. This could explain why
previous attempts at detecting such an effeet were
unsuccessful [ Paulikas, 1972].

_ In many practical applications we must re-
strict ourselves to finite values of E. owing to
the fact that very high energy particles interact
with very low frequency waves (2 < Zm) for
which the field intensity is very small; as a
consequence, they take a long time to achieve
their equilibrium. The same is alse true for very
low energy particles. For the purpose of the
discussion, we will choose B, = E,/2 and B, =
OF, therefore conpsidering only the main part
of the particle population. :

8. Diffusion Strength and Limiting Flux

From (23) we see that, strictly speaking,
there is no ‘limiting flux’'in the sense that, for
each value of the source intensity, the equilib-
rium trapped flux establishes itself at a dif-
ferent value. But usually J, > Ju, or Jy,; we
thus see the interest of the concept first intro-
duced by Kennel and Petschek [1966]. How-
ever, J, is only a gero-order approximation
(Figure 1). We see also that we can base the
definition of the diffusion strength upon the
source intensity instead of on the wave field
intensity, which is frequency dependent. Kennel
and Petschek avoided this difficulty by assum-
ing a monotonic spectrum.

In a rigorous manner, the difference between
the two regimes (weak and strong diffusion)
should be based upon the actual ratioc of
dn./dt to a, a being the value of dny/dt for
which Ja = J. (Figure 1). However, when
dn,/dt = a, the difference between the total
flux J and the zero-order approximation Ji
is very small, and it is more meaningful to
distinguish the cases for which the zerc-order
approximation is valid from the cases for which
it is not. We thus define a limiting value of the
source intensity b as the value for which J, =
Ju. I dn/dt < b, we will say that we are in
weak diffusion. If dn./dt > b, we will say that
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Fig. 1. Schematic representation of the equi-
librium trapped flux 2s a function of source inten-
gity. The solid curve represents the true variation
of J(>E,) ag 2 function of dns/dt. The dashed
curves are approximations: 1, zero-order approxi-
mation J. [Kennel and Petschek, 1966]; 2, weak
diffusion approximation Jie; 3, strong diffusion
approximation Je. The relative values of A, B,
and C depend on the value of a; here e & 1
The scales are linear.

we are in strong diffusion. We also define ¢
as the value of dny/dt for which J, = Jow. It
iy easy to show that, in the energy range E,/2 <
E < 2B, a = 45be® and ¢ = 0.220/ay,
which justify the schematic drawing of Figure 1
(¢ € b &€ ¢ when a < 1). The limiting value

bis‘/

o af{m\Qn{(l/R)
b =47 X 10 (‘uuez) 1.4L Rz & (24)
For R~ 0.1 and £ ~ L Rg one gets

b~ 38X 10°/L°® m™sec™" (25)

which gives for L = 4, b ~ 3 X 10* m™ sec™

In the above discussion, we have considered
the variation of J with the source intensity
for a given energy range, We may also constder
the variation of the zero-order flux with energy
Ji{(>E,). One has

2 QIn(1/R)
Ty (e’ / M)L

o[- (Z52] oo

with @, < v < /2. This expression has to be
compared with Kennel and Petschek’s [1966]

J1<>E1) =
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equation 5.2, which can be written, ‘with our
notation, when V, 3> V, as

Qln (I/R) 1 - (Vn/ VI)E
(ot /m)& A — (V./V1)*

Gendrin [1972] pointed out that (27) has no
physical meaning because, besides the fact that
A i3 not defined, the flux J, does not tend to-
ward zero when E, increases. This fact is at the
origin of many misuses of the concept of limit-
ing flux in the literature when people iry fo
compare the first part of (27), which is not
energy dependent, with their experimental re-
sults, which are always energy dependent.

QOur (26) shows a dependence of J; on energy.
But, sin v being small, this dependence is not
so strong as it seems at first glance, and even
(26) should be used cautiously (section E).

J1(>E1) = (27)

8. Precipitated Fluz and Lifetimé

All the particles that are precipitated per
time unit are the particles that have been
introduced per time unit. It is therefore possible

to relate the precipitated flux, which is a mea--

surable quantity, with the source term, which

. ig unknown. Thus

J9(>E1) = mxo! f jﬁa df = 2r
By

/2 _
f sin ¢ da
a

By replacing T, and S by their values, it
is easy to show that both sides of the identity
have the same energy dependence, a3 expected
in the case of pure pitch angle diffusion. Specify-
ing B, = E,, we get J,(>E,) = 04L Bx (dn./
dt) or ;

noT,8(a, 0)v* dv

LY

(28)

dny/dt = (3.9 X 1077/ LYJ,(> Ey) (29)

in mksa units. Note that J, represents the flux
that is precipitated in one hemisphere only.
The mean lifetime is obtained, for each
energy, by dividing the differential trapped flux
by the differential precipitated flux. In the
strong-diffusion limit we obtain

I = 27, (1) {1 LY o [(v c;: ,,)s:l

2
[+ 1) k2av

In (tan %9) ‘} (30)
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with ay < v < /2 (in fact, cos’ v ~ 1), Nu
merically, for L = 4,

2T, 3.6 X 10° ¥,
T {1 T dny/dt v

W] w

For high values of dny/dt (210° m™ sec™)
the particle lifetime tends toward the minimum
lifetime as expected in the case of strong dif-
fusion. Here we see again that the diffusion
strength is precisely defined by the source in-
tensity factor. Equation 31 also shows that the
lifetime inereases when the particle energy in-
creases, a fact that has been discussed in
section B.4.

C. NuwmericaL Resurrs

In this section we give some of the numerical
results that were obtained by applying the
general formulas 7 and 9.

1. Wave Specirum A

In Figure 2, examples of the computed wave

spectra are given. One sees that they do not
depend very much on the specific value of
: mrrsr l[ L] L LR SLALE I] L) L] LI
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Fig. 2, Computed frequency spectra. The char-
acteristic values of the magnetospheric param-
eters that have been assumed correspond to the
inner edge of the plasmapause. Analytical values
for p = 0 are given for comparison (arrows).
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Fig. 3. Consequence of the iteration process
on the wave frequency spectrum. The main effect
of the iteration process appears at high fre-
quencies.

the source pitch angle distribution, therefore
justifying the assumption p = 0. We give aiso,
for comparison, the theoretical values of ZTues
and Bm.' given by (14).

The result of the iteration process, which
is necessary because of the presence of d(z) -
in (13), is presented in Figure 3. One sees that
the effect is irnportant only in the high-frequency
part of the spectrum. The difference between
the second and third iterations is negligible, the
procedure converging very quickly except near
r =1

In Figure 4 the change of the frequency
spectrum with the characteristic energy of the
source is represented. One sees that Zm.. di-
minishes and Bimax inereases when V, inereases.
A similar variation would have been obtained
by changing the conditions from outside the
plasmasphere- to inside the plasmasphere, How-
ever, in such conditions, not only U (through
V,) decreases, but also 7, increases.

2. Differential Fluz

In Figure 5 the pitch angle dependence of the
directional flux is represented for two values of
v; outside the loss cone the energy spectra are
different for different pitch angIes. and they
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Fig. 4. Wave spectra for different values of the
characteristic energy parameter; U = V./Ve. For
comparison, the analytical values for p = 0 are
also represented (crosses). '

are different from the energy spectrum of the

source.

The equilibrium distribution functions for
three values of the source intensity are repre-
sented in Figure 6. One sees that the omni-
directional flux increases markedly with dn./dt;
strictly speaking, there is no limiting flux (Fig-
ure 1). One also sees that the precipitated flux
increases more rapidly than the trapped flux,
therefore explaining the lifetime diminution
when one approaches the strong diffusion limit.

3. Anisotropy

The variation of the equilibrium anisotropy
with frequeney is represented in Figure 7. It
can be seen that the anisotropy is far from
being constant and varies by more than a factor
of 2 within the bandwidth of the equilibrium
spectrum.

The fact that the anisotropy increases rapidly
when z —» 1 is because we have assumed
v/V, = const. In our case, there is no critical
frequency, and the anisotropy adjusts itself in
such a way that (8) is always satisfled. Near
z = 1 this is possible only if A takes greater
“and greater values, For very low frequencies the
number of resonating particles decreases, but

V, also decreases, and A remains small even for
low z values. A flat minimum appears, which
does not correspond to the maximum of the
emitted field.

The anisotropy (for £ = Zmu) I8 also a
function of the source intensity (Figure 8). It
remains constant for low source intensities and
suddenly decreases when dn,/dt becomes of the
order of the limiting value b defined by (24).
This corresponds to the fill-in of the loss cone
when strong diffusion is reached.

4, Lifetime

We have plotted in Figure 9 the particle life-
time as a function of energy for different source
intensities, We have also plotted the quantity
m5/20, which is the time the particles need to
drift 12° in longitude. For weak source in-
tensities (100 m™ sec™) the particles are
likely to leave the interaction region, because of
their azimuthal drift, before they can reach an

0,27 N
1.3 x 10%m=*
tmisl

2 x 10% km
0

DIFFERENTIAL FLUX (Arbitrary units)
52
g
Hoann

L lll(ll

PR AT E SR NS S—
20 40 60 go

PITCH ANGLE (degree)

Fig. 5. The differential flux as a function of
pitch angle for two different energies. The curves,
which have been normalized at « = 89° for com-
puting facility, are given in arbitrary units. Be-
cause these curves are different for values of « -
greater than ae, the energy spectrum of the
trapped particles i3 different at each pitch angle,
and it is not similar to the energy spectrum of
the source or to the energy spectrum of the pre-
cipitated particles.
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Fig. 6. Variation of the angular distribution
function with the source intensity. The curves
have been computed for an energy I equal to
the characteristic energy of the source E, In-
creasing the source intensity not only changes
the angular distribution but also incresses the
total fux.

equilibrium situation, On the contrary, for large
source intensities, particles will reach their equi-
librium before any noticeable drift effect re-
moves them: from the interaction region. In- all
cases, the high-energy particles cannot reach
their equilibrium with respect to the electro-
magnetic spectrum. This is another reason for
considering only particles for which F < 2F,
(section B.5).

D. Comrarison wirx EXpERIMENTAL Dara

The comparison between our theory and ex-
perimental observations is very difficult because
it is very seldom that waves and particles are
measured simultaneously. Therefore the com-
parison can be made only on a statistical basis
with results that were obtained independently
at different places and often at different times.
Nevertheless, some interesting consequences of
the theory may be checked.

We will restrict our comparison to three
different aspects: the wave spectrum and its
relationships with the plasmasphere, the angular

a .3
L} = 1" m
Sh dn,/de = 1mit g .-
L =zx10*xm
p =a
4 : .

ANISOTROPY

A

107
REDUCED FREQUENCY

At

10"

Fig. 7. Variation of the anisotropy with fre-
quency for three values of U, The arrows indi-
cate in each case the frequency for which B, is
maximum. The thickening on each curve cor-
responds to the half-power bandwidth of the
gpectrum. -

distribution as a function of the source in-
tensity, and the simultaneous increases of the
trapped and precipitated fluxes.

1. Wave Spectrum of the ELF Hiss

Occurrence. From the measurements of Bur-
ton et al. [1970] it appears that ELF hiss ocours
inside the plasmasphere and the ELF chorus
occurs outside in far regions where ¥V, < 3000
km/sec. Qur (15) shows that at & given L
value the maximum power spectral density is
directly proportional to the cold plasma density;

T T T MR

&g =70
np = 108 m~
a =0
107 1

107

ANISOTROPY FOR x=x,, .,

Y R TI |
10 10?

TN |
10
SOURCE INTENSITY (m57)
Fig. 8. The anisotropy (for £ == Zme:) a3 a
function of the scurce intensity. In the limit of

validity of (20) this anisotropy does not de-
pend on the specific value of U.
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Fig. 9. Particle lifetime as a function of en--

ergy; o is the drift period and +p/20 is the time
the particles need to drift over 12° in longitude.
No relativistic effects have been included in these
computations; such effects will change the nu-
merical values, by a factor of ~2, but they will
not change the general trend.

thus a larger occurrence inside rather than out-
side the plasmasphere is indicated. But, when L
increases, the inerease of B,' due to the factor
L™ can overcome the decrease that is produced
by the abrupt diminution of n, at the plasma-
pause boundary. Especially in the regions of
the detached plasma observed by Chappell
[1972] in the afternoon sector, .our theory pre-
dicts that ELF hiss should be emitted. If we
estimate ‘that in these regions n, = 20 cm™,
= 7, and dny/dt = 10 m™ sec™, we find, by
using (15), Bima® = 6.4 my® Hz™ and z =
3.5 x 107, These emissions should be observable
by satellite-borne search coil magnetometers at
the time when detached plasma bubbles are en-
countered,
" Peak frequency. Thorne et al. [1973] have
studied the variation of the ELF peak frequency
ag a function of L. They did not find any clear
relation between this frequency and the
characteristic frequencies of the medium. This
could be explained by the fact that the peak

frequency is related not only to ¥, but also
to V., which was not measured in their experi-
ment,

Using the cold plasma density measurements
of Burton et al. [1970] for day conditions and
those of Chappell [1972] for night conditions
and taking the values given by Hess [1968] for
the electron characteristic energy, we can com-
pute the peak frequency. We find that Zma
is of the order of 6 X 10°%at L = 3,14 X 107
at L = 42 during the day, and 2 X 107 at
L = 5 during the night. These values agree well
with the experimental data that were reported
by Thorne et al. [1973]. The region in which
the validity of the theory could be more easily
checked is the dusk sector in which 7, remains
large at large L values. Unfortunately,  the
measurements of Thorne et al. do not separate
this region from the other ones, '

Intensity. Thorne et al. [1973] reported
ELF intensities ranging from 10™ to 10° my®
Hz? To emit such a wave field, we need at
L = 5, for instance, with n, = 10° m™ a source
intensity ranging from 2 to 2 X 10° m™ sec™
(equation 15). The characteristic energy at L =
5 i3 40 kev if one assumes a variation B, =
5 X 10°L7 kev. Equation 29 therefore shows
that such a source intensity must correspond to
a precipitated flux of particles with energy
greater than 40 kev, ranging from 2.5 X 107
to 2.5 X 10° m™ sec™ These values are well
in the range that was reported for thiz energy
at this L value by O’Brien [1964].

One therefors sees that we are able to explain
both the peak frequency and the intensity of
the ELF hiss and to relate their variation with
the cold plasma parameters as well as with the
high-energy electron fluxes. Unfortunately, a one
to one correspondence is impossible to establish
yet because of the lack of sufficiently detailed
experimental data. But, on the other hand, the
possibility that exists for the waves to propa-
gate across the magnetic field lines and to be
detected at large distances from the point where
they have been generated diminishes the inter-
est of such a detailed study.

2. Role of the Source Intensity

From a rocket experiment during which low-
frequency waves and high-energy particles were
simultaneously measured [Gendrin et al., 1970],
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a preliminary attempt to experimentally verify
the quasi-linear diffusion theory was made
[Btcheto et al., 1971a, b]. In particular, it
was demonstrated that the diffusion coefficient
that one got from the measurement of the
angular distribution in the vieinity of the loss
cone was identical to the one we deduced from
the independent measurement of the VLF field
intensity. Here we report new results that dem-
onstrate that the wave spectral density that
was observed is directly related to the source
intensity. A

During this experiment we measured the pre-
cipitated flux of electrons with energy greater
than 20 kev. Its value for the three flights is
given in Table 1. Using (29), one gets the
theoretical value of the source intensity. This
intensity is well below the limiting value b,
which is defined by (25). Thus we ¢an say that
we were in the weak diffusion limit, a conclusion
that the measurement of field intensity con-
firms [Etcheto et al., 1971a].

From the simultaneous measurement of the
_peak frequency of the hiss and of the character-
istic energy of the particles we are able to
deduce the cold plasma density in the inter-
action region Zm.. ~ U*/2. Applying (15), one

therefore gets an estimation of the wave in-

tensity By’ But the wave intensity was also
measured on board the rocket, and from this
measurement one gets another estimation of
the field intensity in the interaction 'region
B..' [Ftcheto et al., 1971a, b]. )

The agreement between the two values is
not bad if one takes into account the crudeness
of the assumptions for deducing the equatorial
value of B®,

. The measurement of the differential flux at

the border of the equatorial loss cone is also
possible on board a low-altitude rocket (Table
1). As we are in the wenk diffusion limit, we
can use (185) and (195) for computing the
theoretical value of this saie flux. There is a
diserepancy between theory and experiment, We
attribute it to the arbitrary choice of the energy
dependence of the source and to the crudeness
of the measurements.

Table 1 shows, in a one to one correspondence,
that the main characteristic of the wave fleld
(peak frequency, amplitude) or of the particle
distribution (differential flux, integral precipi-
tated flux) are just a consequence of the source

Experimental Verification of the Theory

TABLE 1.

Theory

Experiment
Jﬂ( >E 1] ):
(em?sec)™

J(Eo, o),
{cm? ster sec kev)™?

Bf 21
my: Hz1

dna/di,

(m?sec)™?

o,
m_=

J(Ey, as),
- (em?ster sec kev)™!

Bf 3’
my* Hz™t

E 1)
kev

Flight

1.45 X 108
2.06 X 102
2.5 X 108

120
%3]
70

X 1072
X 1072
X 1072

o~
" e )
o e

Measurements were made during three rocket flights made at Kerguelen Islands.

8161




- 153 -

8162 ErcHETO ET AL.: SELF-ConsisTeENT THEORY oF ELF Hiss

parameters (characteristic .energy 5, and in-
tensity dn./dt}, as the theory predicts.

3. Simultaneous Variation of the Trapped and
Precipitated Fluxes

As was shown in sections B.5 and C2, the
trapped flux is an increasing function of the

gource intensity; the same is true for the pre-

cipitated flux, This simultanecus variation of
the two fluxes has often been reported in the
literature [e.g., Parks and Winckler, 1968]. But
the cases for which a one to one correspondence
has been established are very few. Therefore
we will do a comparison on a statistical basis,
taking independent measurements of both
fluxes in similar conditions of magnetic activity,
as defined by the Kp index.

The intensity of the source is deduced from
O’Brien’s [1964] measurements by using an
equation identical to (29) but in which we
have restricted the energy range from E,/2 io
2F.. The lower limit comes from the fact that
at L = 4, E, ~ 80 kev and that O'Brien gives
measurements above 40 kev. The higher limit is
a consequence of the fact that an equilibrium
situation cannot be established in a sufficiently
short time for very high energy particles (sec-
tion B.6). '

The variation of the trapped flux as a fune-
tion of Xp is taken from Hess [1968]. We again
restrict ourselves to energies between 40 and
180 kev, These data were given in count rates,
and we have normalized them to the theo-
retical values at low source intensity.

Figure 10 gives the results of such a com-
parison. One sees that the trapped flux does
not vary significantly for values of Kp smaller
than 2-3, even if the precipitated flux increases
by a factor of 100 {(corresponding to an increase
of the source intensity from 1 to 100 m™ sec™).
The limiting value of the source intenmsity is
exactly the one given by (25). Above this limit-
ing value, the trapped flux increases, and it ean
reach values as high as 20 times the quiet con-
dition value, One therefore sees that it is not
realistic to consider the limiting flux as if it
had a unique value,

The theoretical curve fits well with the ex-
perimental one, although the experimental curve
has been established on the basis of statistically
independent data. An interesting consequence
of this study is that we can assign a value of

T T T

J {40-180 kev}
L=4
104 ¢ |

anparimavtel
(Q’Brian, 1964 ; Huas, 1968)

N\ .
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TRAPPED FLUX (m? 57)
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<1 1.2 j 2.3 lz-&l 4-5 [5~a| >6 ]
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Fig. 10. Variation of the limiting flux with
the source intensity, which is deduced from the
messurements of the precipitated flux for dif-
ferent values of Kp [0’Brien, 19641 by using an
equation similar to (29). The trapped flux as a
function of Kp was taken from Hess [1968].

the source intensity to each value of Kp. At
L = 4, the source intensity as a function of
Kp is. o

Kp dng/dt, m~* sec™!
2-3 : ~102
4-5 ~10?
>6 ~104

This quantity, which is a source term in the
gyroresonant theory that we worked with, plays
in fact the role of a loss term in any radial
diffusion or inward motion theory. We thus
have an estimation of the loss term that should
be introduced in such theories as a function of
Kp for this value of L.

E. DiscussioN

In this paper we solved completely the self-
consistent problem of the equilibrium situation
that prevails between waves and particles dur-
ing a gyroresonant interaction process. Al-
though the assumptions that were made cor-
respond to a very idealized case, the agreement
between the theory and the observations is
good. During this study we also were led to
clarify some important concepts. '

The most stringent hypothesis we have made .

is that the gyroresonant interaction is the main
one and governs the equilibrium process. It is
known that this is not the case for electrons
having very high energy (3200 kev) or very
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high piteh angles (>856°) for which one must
consider Landau effects or phenomena involving
the harmonics of the gyrofrequency [Lyons et
al., 1971, 1972]. Taking such effects into ac-
eount would suppress the difficulty that we have
with loosing particles having high energies or
large piteh angles (section B.6). This is the
reason why the agreement between the theory
and the experimental facts is good only if we
restrict ourselves to energies between E,/2 and
QF, (section D.3). But our theory is approxi-
mately valid in this energy range, which corre-
sponds to the most important part of the hot
particle population, at least for L values greater
than ~3. The second assumption that we made
was to consider only waves that propagate along
the magnetic field line; this is a very restric-
tive assumption. But detailed computations by
Brinca [1972] show that for reasonable aniso-
tropies (0 < A < 1) and for low frequencies
(z < 0.5, i.e., for not too small energies, & >
300 ev) the growth rate for gyroresonant inter-
_action is maximized when k, = 0. Therefore

taking other wave normal angles into considera- .

tion will not modify our conclusions too much.
On the other hand, it is clear that any compari-
son with experimental data will suffer from such
an effect: waves may propagate over long dis-
stances across the field lines before they are
observed. This prevents us from making any

firm statemient about the experimental verifiea- -

tion of the theory, at least as far as the waves
are concerned.

Our third important assumption is related to
the more or less undefined concept of a ‘length
of interaction.’ One can argue that such a con-
cept is justified by the fact that the growth rate,
at a given frequency, is important only over a
finite length that is of the order of the one we
have chosen [Liemohn, 1967]. A self-consistent
justification of such a length has also been given
by Helliwell [1967]. Strictly speaking, we could
have gotten a fully self-consistent solution if we
had included the z variation of the different
quantities instead of averaging them (appen-
dix), but this would have led us to too intricate
tormulas. In any case, this length of interaction
just intervenes as a linear factor in all our
formulas, and therefore it can be changed easily,
according to more realistic estimations.

The results that we have obtained under these
assumptions may be summarized as follows:
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1. The peak frequency of the wave spectrum
is a function of the characteristic energy of the
incoming particles. It is approximately equal
to half the resonant frequency of particles that
have a parallel velocity equal to the character-
istic velocity of the source particles. Inside the
plasmasphere the peak frequency is small (equa-
tion 14). :

2. The peak intensity of the wave field is
directly proportional to the source intensity and
therefore to the precipitated flux (equation 29).
It is also proportional o the cold plasma density
(equation 15) and consequently ig larger inside
the plasmasphere. '

3. The limiting flux concept, which was in-
troduced by Kennel and Petschek [1966], is a
zero-order approximation, When the source in-
tensity increases, the equilibrium trapped flux
inereases by a factor that can be as large as 20
(Figures 1 and 10). For a given source intensity
the true limiting flux is & decreasing function
of energy, but it decreases at a smaller rate
than the source itself (equation 26). The idea
that fluxes may exceed the zero-order limiting
flux when the source intensity is large was
already contained in the original work of Xen-
nel and Petschek. We have merely given a
quantitative and self-consistent estimation of
such an effect.

4, The strength of the diffusion must be
defined in terms of the source intensity and not
in terms of the wave field intensity, which is
frequency dependent. There exists a limiting
value of the source intensity (eguations 24 and
25) above which the diffusion is so strong that
the zero-order approximation of the limiting
flux is no longer valid, At the same time, the
mean anisotropy of the distribution funetion
decreases markedly (Figure 8).

5. The equilibrium directional or omnidirec-
tional fluxes do not depend on the cold plasma
characteristics and therefore do not change as
one crosses the plasmapause.

As was diseyssed in sections B.2 and Bd,
this last conclusion has important consequences
from the point of view of the dynamics of hot
particles in the magnetosphere. It seems to con-
tradict the widespread idea that increasing the
cold plasma density will decrease the limiting
flux of hot particles and therefore will induce
strong precipitation, As such, it needs some
discussion.
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The arguments from which one concludes the
efficiency of an increase in n, [e.g., Brice, 1970,
1971; Brice and Lucas, 1971] are based upon
the existence of a critical parallel energy E,,
which scales.as the magnetic energy per par-
tisle Em = B/2p(n, + mi), and therefore
decreases when 7, is increased, but also depends
on the anisotropy, the exact formula being for
(e, R) interactions

B, = E./AQ1 + A) (32)

If A is assumed to remain constant, regardless
of the frequency (or the parallel energy) for
which it is computed, it is true that increasing
n, will decrease E, and put more particles into
the interaction business.

But in an equilibrium and self-consistent con-
figuration there is no critical frequency and
hence no critical energy for the following reason.
If we neglect for the moment the possible varia-
tion of B with frequency, yV, has to remain
constant throughout the whole frequency range
because of (6). The anisotropy has to adjust
itself in such a manner that yV, remains con-
stant, even when & — 1, in which case 4 ~> o,
‘The results of our numerical computations
clearly show this effect (Figure 7), which is a
consequence of a self-consistent treatment in
which A is not imposed a priort.

Another way of understanding what phenom-
ena occur when the cold plasma density is
changed is the following. When 7, is increased.
(15) shows that the frequency for which the
field is maximum has decreased (z « n,"). But
the resonant velocity, which is approximately
given by V, = ¥,z remains the same because
V. varies like n,®. Consequently, the particles
that resonate with the most intense waves are
the same, inside and outside the plasmasphere.
We therefore understand why the low-energy
particles are not much affected by a change
of ny. ‘

Of course, this conclusion is valid only in a
time-independent situation in which all transient
effects are neglected. In a time-dependent
problem the time constant that is needed to
reach a new equilibrium configuration depends
on the wave growth rate and on the particle
diffusion coefficient, which. both are varying
quantities. It is therefore very difficult to com-
pute it, but we can choose, as a reasonable
estimation, the particle lifetimes (Figure 9).

For electrons that we considered here, this
lifetime is very short, especially during strong
injection events, so that it is doubtful that a
sudden increase of the cold plasma density
would lead to any durable effect on the existing
trapped particles. This conclusion is not valid
for protons because it is well known that the
lifetime for ion-cyclotron interaction is much
larger. .

But it could seem contradictory that the
plasmasphere plays no role in the TPDF and
has one in the wave spectrum intensity. This
point also needs some clarification.

In our treatment we have neglected any
particle energy loss, and nevertheless we have
gotten a sort of energy creation in the wave
field; in this respect, our treatment is not fully
self-consistent. The wave field energy comes
from the growth rate coefficient. This coefficient
should be associated with a particle energy loss,
and, strictly speaking, it is, because there is
always an associated diffusion in energy. We

have neglected it because it is small in the

frequency range of interest, but we must verify

that the wave energy flux thus introduced re-

mains small with respect to any energetic flux
coming from the particles.

The mean wave energy output of the system
is (fB/* df)/2usr and is of the order of 107
joule m™ sec™ for a mean wave field intensity
of 40 my and a mean escape time r of the
order of 10 sec. The mean particle energy input
is =F, {dn,/dt) and is of the order of 10"** joule
m™ see™ for E, = 80 kev and dn,/dt = 10° m™

sec™, which is not a large value. Consequently,.

the energy that appears in the waves per time
unit is completely negligible with respect to the
energy that is introduced by the source per
time unit. This explains why we are allowed to
neglect the particle energy diffusion in a first-
order approximation and also why the plasma-
sphere can play a role in the wave field intensity
(through very small changes of the pitch angle
distribution functions) and not in the total par-
tiele flux,

Note added in proof. In a recent work,
Kivelson and Russell [1973] have studied the
influence of detached regions of enhanced cold

plasmn density on the spectrum of ELF hiss

and on the distribution function of medium-
energy electrons. As our theory predicts, they
have observed an increase in the intensity and
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a decrease in the mean frequency of the ELF
hiss but no measurable effect on the particle
population, either in terms of flux intensity or
in terms of piteh angle distribution.

F. APPENDIX

The interaction region is supposed to be sym-
metrical with respect to the equator. The par-
ticles being much faster than the waves (v, >
|V,|}, they have time to interact twice per
bounce period before the wave energy leaves
the interaction region. Consequently, the distri-
bution function fi(e, v, 2) is an even function
of 2z, and its derivative with respect to z is an
odd function. The diffusion equation can be
written as

ﬂ=£ﬂLiBmxﬁ&Lﬂ]

+ 8((.\5, v, z) - p(a,- v, z)

where s and p are local source and loss terms,
Neglecting second-order terms and assuming a
stationary state (8/9¢t = 0), one obtains

%_ﬁmLi[-_ﬁE“%]
"o T misnadal "%y — V,| oa

+ 8(0[, v, z) - p(a; v, z)

When we integrate over z, the left-hand side

vanishes because of the above parity considera-

tions, and we get (2), in which the 2z depen-

dence has disappeared at the expense of the
introduction of an interaction length.

Fallowing a method more or less similar to
the one used by Cocke and Cornwell [1967] or

by Liemohn [1967], we could have kept the z

dependence of all quantities, including the
growth rate coeflicient given by (4). This would
have led us to a self-consistent definition of the
interaction length, but the formulas would have
become much more complicated.
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DRIFT OF PARTICLES AND WAVE-PARTICLE INTERACTIONS

JACQUES SOLOMON

Groupe de Recherches Ionosphérigues, Centre National d'Etudes des T Slécommunications, 3 Avenue de la
République, 92131 ~ Issy-les-Moulineaux, France

1. Introduction

To improve our comprehension of the Earth’s magnetosphere it is necessary to
couple the dynamic of the particles and the plasma instabilities (see for example
Ashour-Abdalla and Cowley, 1974). We will study here the effect on the ion-cyclotron
interaction of the sudden appearance of hot protons on the nightside of the outer
zone magnetosphere during substorms (Figure 1),

First, we will consider the dispersion relation of the electromagnetic ion-cyclotron
waves (propagating parallel to the static magnetic field) in a finite B plasma and
the respective effects of the cold and hot particle densities. Second, we will examine

the effects of the gradient-curvature magnetic drift on the distribution function and .

on the ion-cyclotron interaction. Last, we will mention, as a conclusion, the radial
drift due to the electric field.

2. Ton-Cyclotron Instability
The ion-cyclotron instability in a finite ,3 plasma has been studied in numerous

recent works (Cornwall and Schulz, 1971; Perraut and Roux, 1974), but essentially
with the numerical computations (also notice the recent work of Cuperman and

Landau on the electron-cyclotron instability). In this paragraph we try to give a

brief analytical answer to the effects of a finite # plasma and of the cold plasma on
the ion-cyclotron instability. '

We write the total distribution function as the sum of a cold and hot plasma
distribution function {e: electrons, i: protons):

Flow vl.)%no[%am)5(u.,)+fi,,(vl, v”)] | B

and we choose for the hot protons a loss cone distribution function

n /n 1 p, \2m v® +vz
o o=l L ()7 - (A21), @

Yo

73293 I'{m+1) 2

where n, is the cold plasma density and #, is the hot plasma density.
The anisotropy (as defined in Kennel and Petschek’s work, 1966, for example)
is in this case
of =m.

The particle velocities v, vy, v, and the pitch angle « are defined as usual with re-

V. Formisano (ed.), The Magnetospheres of the Earth and Jupiter, 153=159. All Righes Reserved
Copyright © 1975 by D. Reidel Publishing Company, Dordrecht-Holland
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HOT PROTONS
- T

. .
o e
o

Fig. 1. Schematic view of the trajectories, in the equatorial plane, of the hot protons which contribute to
the ring current. Definition of ¢ and A¢ as used in Section 3. '

ference to the static magnetic field B,. The hot electrons, whose distribution function
is not specified, do not take an important part in the ion-cyclotron interaction as
the relativistic electrons only can interact, however they ensure the electric neutrality.

Then we can write the dispersion relation with the Fried and Conte function in
the following form: '

c2k? w?

wz wci(wci - (‘D)

i\Wei™ Vi '
it ool | (a)](, o )
no+ny w U“ U” Wei— @/ )

(3)

D(w, k)= X

in which, A
w,: ion plasma frequency calculated with the total density ny +n,
c: light velocity
k: wave number (k // Bo)
@, ion-cyclotron frequency
f=w/2n: wave frequency
Vi ={w—w,)/k: resonant velocity
Uf=vd.
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The Fried and Conte function (Fried and Conte, 1961} is defined as:

+oo
1 exp —v*
Z()=‘\'/‘;E'J‘ f”zv dv.
-w@

From this dispersion relation, we can deduce the imaginary part of the wave fre-
quency @ (@=w,+iw;). We obtain schematically the curve vs x represented on
Figure 2, where x=w/w,; is the reduced frequency. We'get an amplification of the
waves when o, is positive,

Now, due to the term

w
m-. .
W — W

which appear both in (3) and in the formula for ; (see below, formula (5)), there is
a cut-off frequency x,. For not too large anisotropies, i.e. m< 1, the cut-off frequency
%,50.5, Then it is possible to show that W/ Uli =1 in the amplification region
0<x<x)

This is sufficient to simplify D{w, k) by using the well-known asymptotic devel-
opment of the Fried and Conte function:

e Z(W/U))= -—(U”/IQ).

o
4 AMPLIFICATION

xcam+1

K= w,@g[

ABSORPTION

Fig. 2. Schematic plot of the growth rate of the ion-cyclotron wave vs the reduced frequency x.
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Thus we will obtain all the usual expressions in the same form as when n,/n, is much
less than one, provided that we use the total density (ny+n,) instead of n, in all
the quantities where it appears.

For instance we will get the classical expression for the resonant velocity (Kennel
and Petschek, 1966):

LA | @

where V, is the ion Alfvén velocity computed with ng+n,.

One important thing is to note: this can also be demonstrated for any distribution
function, and thus it will be useful when the distribution function will be deformed
by the gradient-curvature magnetic field.

The other point to be discussed is the importance of the cold plasma. We can
write the growth rate of the ion-cyclotron interactions for the same loss cone dlstnbu-
tion function, in the following form:

JE_m W v

@ (x)/wci z-2_ Ny + ny Ug VA

e e

and the maximum of this growth rate is obtained for a frequency x, satisfying the
following equation:

6)

3 _ 2('1“xo)m X
1""“x0
But this maximum depends on V,, through the resonant velocity Vg, thus on the

cold plasma density n, and the largest’ maximum growth rate will be obtained for
‘an optimum value of n, given approximately by

(). 5 o

where B is the ratio of the parallel kinetic pressure to the magnetic pressure. The
corresponding frequency x.,,, depends practically only on the anisotropy:

m
X gy N — : 8
Formula (7), with no, emphasizes the importance of the bulge of the plasmapause.
As the hot protons drift both in azimuth and in L-value, they may encounter this
bulge and the increase of the cold plasma density allows the ion-cyclotron interaction
to occur.

In the preceding discussion we have considered a given distribution function for
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the hot protons, but in fact these protons are drifting and we must include this drift
in our computations.

3. Effects of the Gradient-Curvature Magnetic Drift of the Hot Protons on the
Distribution Function

We assume that, at time ¢ =0, the distribution function of the hot protons on a given
L-shell is of the following form: '
2

i) :
© floy, v)) €Xp ~+—3, 9
(00,0 50~ ©)
where ¢ is the azimuth angle for the drifting protons {rom a given initial position
and A¢ a given initial width of injection (Figure 1).
We assume a dipole magnetic field. The bounce average drift velocity ¥; is then
(Hamlin et al, 1961): '

Vo=Arg*(0.7+03sing) with ro=LRg and A=s——— (10)

L: Mcliwain parameter

Rg: Earth radius

my: proton mass

q: electric proton charge

B,: equatorial magnetic field at r=r,.

Then at any positive time ¢ and azimuthal angle ¢, we obtain the new distribution
function in the equatorial plane:

flow oy, & 0= (o1, 1))

1
X eXp —-——c= [ —~ Av?(0.7+0.3 sina)]>. (11)

(4¢)
From this expression we can compute useful quantities such as the density, the
thermal energy, the anisotropy.
For instance, for the density, we obtain (with m=1)

dp( ¢\ ¢
ny (9, )13, (£=0) == (0.85Augt) *P 085403t 12
where n, (t=0) is the initial value of the hot protons density.

We have plotted these quantities vs time for a given ¢ and given initial values on
Figure 3. We have chosen 4¢=130°, a value which seems to be reasonable for the
width of injection during substorms (Pfitzer and Winckler, 1969). All these quantities,
after a rapid increase, decrease more slowly. By using the remark on the simplifica-
tion of the dispersion relation, in Section 2, we can also compute the growth rate
ax(x, t, ¢). We will not give here its analytical expression which is complicated, but the
consequences for the emission: we determine the frequency for which it is maximum
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Fig. 3. Plot of the density, the anisotropy and the thermal velocity of the hot protons vs time, for a
given ¢. For the anisotropy, we have fixed VZ=2vd.

at any time for a given ¢ and the corresponding values of this growth rate (Figure 4)

We can see on Figure 4 that the emitted frequency for a given ¢ does not change
very much as time elapses: about 159 if we consider the frequency range in which
the largest growth rate changes by an order of magnitude. There is also a weak de-
pendence of the frequencies with the azimuth angle ¢. These results seem in agreement
with measurements of the electromagnetic noise in the ULF range obtained on the
ATS-1 satellite (McPherron et al., 1972). We also find that the largest growth rates
for different values of ¢ are obtained for t~1100s (¢ =90°) and t 21500 s (¢ =120°).
These values correspond to the same emitted frequency given by the following ex-
pression:

2
X ———
© 3(1+00/Va) :
We will conclude this paper with some comments on this last formula.

(13)

4. Conclusion

From (13), as v, and ¥, depend on L, the emitted frequencies will be different on
each L-shell; and in fact, we should also take into account the radial drift of the
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Fig. 4. Plot of the emitted frequencies for which the growth rate is maximum vs time, for ¢ =90 (solid
line) and ¢==120° (dashed line), and given initial parameters (on top of the curves). The corresponding
values of the reduced growth rate w,/w, are alse indicated on the curves,

protons. We hope that we will improve, by this way, the theory of the ion-cyclotron
interaction in the magnetosphere and its applications to emission such as IPDP or
Pci, and further on the possible effects on the ring current.

Acknowledgement

We would like to thank Dr R. Pellat, from the Thebretical Center of ‘Ecole Poly-
technique’, Paris, who has given us the basic idea of this work. ‘

References

Ashour-Abdalla, M. and Cowley, S. W. H.: 1974, in B. M. McCormac (¢d.), Magnetospheric Physics,
D. Reidel Publ. Co., Dordrecht-Holland, p. 241.

Cornwall, J. M. and Schulz, M.: 1971, J. Geophys. Res. 76, 1191, .

Cuperman, S. and Landau, R. W.: 1974, J. Geophys. Res. 79, 128. )

Fried, B. D. and Conte, 8. D.: 1961, The Plasma Dispersion Function, Academic Press, New-York.

Hamlin, D. A., Karplus, R,, Vik, R. C,, and Watsor, K. M.: 1961, J. Geophys. Res. 66, 1.

Kennell, C. F. and Petschek, H. E.: 1966, J. Geaphys. Res. 71, 1.

McPherron, R. L., Russell, C. T., and Coleman, P. I, Jt.: 1972, Space Sci. Rev. 13, 411,

Perraut, S. and Roux, A.: 1974, ‘Respective Role of the Cold and Warm Plasma Densities on the Genera-
tion Mechanism of ULF Waves in the Magnetosphere’, to be published, J. Atmospheric Terrest. Phys.

Pfitzer, K. A. and Winckler, I. R.: 1969, J. Geophys. Res. 74, 5005,




F.'-"'77\‘5‘"{’1"‘1”E’:"“”?’W?""”3’W5¢W’?751fﬁ"‘”"‘iﬁ?'i?;-!'ﬁ"!::'('“’.‘-‘:ﬂ**-:-: T AR T =

- 167 -

Story No.:

VOL. 81, NG. 19

JOURNAL OF GEOPHYSICAL RESEARCH

¢B052100

JULY 1, 1976

On the Azimuthal Drift of Substorm-Injected Protons

J. SOLOMON
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The longitude and time dependence of the pitch angle distribution function of protons injected during
substorms on a given L shell is studied. The results are compared with the experimentat data of Konradi et
al. (1973). The theoretical importance of the anisotrapy of the initial distribution function and of the
longitudinal width of the injection region is stressed. 1t is suggested that measursments be made at low

pitch angles (£20°).

INTRODUCTION

In a recent report on the energy spectra and pitch angle
distributions of substorm-injected protens measured on board
Explorer 45 (8*-A) [Konradi et al., 1973] a remarkable feature
of the observed proton distribution function was noted: the
pitch angle distribution function at a given point in space
initially peaked at 90° and showed off 90° pitch angle peaks
afterwards. The peaks moved further and further off 90° as
time elapsed. This effect, which was clearly due to the gradient
curvature magnetic drift of the energetic protons, was used to
determine the time and the azimuthal angle of injection of
these protons in a given range of energy and on a given L shell.
However, Konradi et al. [1973] have used the trajectories of
individual particles. The purpose of this report is to present the
computation of the statistical process and to show that it gives
a detailed description of the time-dependent distribution func-

The bounce-averaged drift velocity ¥ is [Hamlin et al.,
1961] .

Vp = Ar0.7 + 0.3 sin a) (4)

where 4 = 3m,/2qBor (B is the equatorial magnetic fleld at »
= r,, and m, and g are the proton mass and charge).
At any other time and longitude the distribution function is

f(vv «, ¢v f) = fi{un G‘.)
-exp {—[¢ — Av¥(0.7 + 0.3 sin )P/ (AdP (3)

Studying the derivative &/ 2a for given values of v, ¢, and 7,
one easily shows that there are generally three extrema in the
pitch angle distribution function. One is obtained for & = 30°
at any time; the two others are symmetrical with respect toa =
90°. Let @, and 180 — a, be these two pitch angles.

They satisfy (for ay 2 arc)

¢ _ 1+ {1+ 4m(ag/$)'10.7 + 0.3 sin e)/" Hsin e, = sin ar M| ©

R:3

tion after an injection event. The formalism that is used is

similar to one already used in a previous work [Solomo..,

1975].

THEORY

It is assumed that protons are injected at a time ¢ = Q,ata
given geocentric distance ro = L Rg, and with a distribution
function which is azimuthally dependent:

fw, a0, &, 1 = 0) = fi(p, a) exp [~(#/40F] )

where ¢ is the azimuthal angle measured from a given initial
value ¢, = 0 and Ag is the initial width of the distribution.

The energy and anguiar distribution function of the protons
is taken to be of the following form:

fiw, &) = [mC(a:,g)/*rrw’m!Us]
[o(sina — sinagc)/ U™ exp (—@/U)] a2 e (2
fa(Uva)-_'O 0<asae

in which n, is the initial proton density, m is the anisotropy
factor, ac is the equatorial loss cone angle, Clazc) is the
corresponding normalization factor (Claye) = 1 if awe = 0),
and U is related to the mean quadratic velocity by

U = @d/(m + 1) 3
Copyright ® 1976 by the American Geophysical Union.

2 Av*(0.7 + 0.3 sin a)

Let tye be the time for which (6) is satisfied with a; = 90°. 1t
is easy to show that for £ > fe @ = 90° corresponds 10 a
minimum in the distribution function and thate =y or ¢ =
180 — a, corresponds to a maximum. The distribution func-
tions for different values of # > s, are represented on Figure i
(for the case a,c = 0), where we have plotted the angular part
of the distribution function given by (3):

Y(a) = sin** a
cexp {—[¢ — 4v*(0.7 +.0.3 sin )P/ (ae) (7

We see on Figure | the appearance of the two symmetric
maxima. Nevertheless, in the experimental results on Figure 2
of Konradi et al. [1973] there is some discrepancy with our
theoretical results in the sense that they observe another max-
imum at 90° as time elapses. This central maximum is due
gither to the previously existing trapped particies or to the fact
that the injection event is sporadic and lasts a finite time.

Because of the rather large energy width of the measuring
device it should be necessary, in principle, to integrate the
distribution function ever the corresponding encrgy interval.
But in fact, when the energy spectrum is steep enough, the
particles with the lowest energies are the dominant ones: Fur-
thermore, with our assumption the flux f(a, E) is proportional
to (E/E,y™*! exp (—E/E,), where E; = myU?/2, Taking Eo =
20 keV [Konrad! et al., 1973, Figure 1a], we obtain 139
keV)/i(79 keV) ~ 9%, which clearly shows that the results are

3452
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$p =246 E=108keV L=52
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Fig. 1. Time evolution of the pitch angle distribution functian at a given longitude. The quantity which is plotted is
Y{w). For the numerical values which have been chosen, £ = 3355, 1, = 344 5, 1, = 381 s, and {; = 428 5. Note the
appearance of two off $0° maxima when > fee. We have also drawn for comparison the distribution function at ¢ = 0

and ¢ = 0.

dominated by the lowest-energy particles. A clear illustration

of this. fact is shown in Figures 2a and 26. We see in these

figures that the maxima in pitclr angle at a given time are
hardly changed when we introduce the energy spectrum of the
particles. However, for the purpose of comparison with the
results of Konradi et al. [1973] we have chosen the value of £
used by them.

In (6) the coefficient (}40?) may be replaced by (2.10 X
10%/LE) if t is expressed in seconds, ¢ in radians, and £ in keV.
Our (6) is therefore similar to the one which was used by
Konradi et al. [1973] if ¢ and ¢ are-repiaced by ¢ — ¢ and? — 1,
and if we assume that m or A¢ is equal to zero. There is also a
stight difference because Konradi et al. [1973] have used the
complete expression Fla)/Gla) (E(ar)/T{e) in the notation of
Hamlin et al. [1961]) and not the approximate analytical ex-
pression (4). This leads to slight differences for low pitch
angles. Nevertheless, the major difference which appears be-
tween our (7) and the formula of Konradi et al. at low pitch
angles stems from the existence of a finite anisotropy of the
distribution function and of a finite width of the injection
region. Precise measurements at low pitch angles would con-
sequently allow for an estimation of these two interesting
quantities.

COMPARISON WITH EXPERIMENTAL DATA

We have drawn in Figure 3 the experimental and theoretical
values of @, that Konradi et al. [1973] have published, together
with our theoretical computation. The parameters that we
have assumed are the same: ¢ = 24.5°, E = 108 keV,and L =
5.2.

We have also chosen for m, A¢, and ayc different sets of
values:

T = s0w
e 2100 kaV |
4 s sva UM

T T

1ty
e "o,
',

e e S B L LA m e s e
— By =80 ke ]
wesfp 200k ]

wesa JYUM 1

Fig. 2. Distribution function in pitch angle ¥{«) for two different
energies at a given time. ¥{a) is normalized to 1 for £, = 80keV and is
multiplied by .5 for £; = 100 keV to take into account the steep
enérgy spectrum of the particles, The summation of the two curves is
also shown. The values of ¢, Ad, m, and L are the same as they were in
Figure 1. The computations have been done for a finite value of the
loss cone angle are = 5°.
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L L= 52 @ J
o //

Kaneodt et ol {1973) 1
X Experimental (79 <E<2139 kaV) u
— Theoretical (€ = 108 keV)
Qur equation (5] : p
e @(ﬁ@}z
1oaee G* 11 10‘3
{2 ==0" 27:10" 1
5 wnewm 5 2
fammm Q222107

L " P B T | 1 1 | i 1 L L 1
0 sa les) T 15

lay = tgplsec) —=mmm-o
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Fig. 3. Time of occurrence of the maximum in the distribution
function at a given pitch angle o, For the numerical values which have
Been.chosen, ty = 318 s (Konrad! et al., 1973], and from our (8), tg =
327 s (curve 1), 1o = 335 s (curves 2 and 3), and fy = 419 s (curve 4).
Note that in the Xonrad! et al. [1973] computation, a;, = 0 after a finite
time, We also give an estimated value of the error on ay Aa; = £10°
from: Figure 2 of Konradi et al. {1973].

Setl . .
m=01 A¢/¢ =025 ay =0°
mAdP = 1.1 X 10-? rad?
Set.2 . _
m = 025 Ag/d = 0.25 e = 0° and 5°
m(Ag) = 2.7 X 10~ rad?
Set 3

m =03 Ag/p = 0.5
m{Ag)? = 2,2 X 107 rad?

drg = 0°

We see that the best fit of the experimental data down to the
value ¢ = 20° seems to be the theoretical curve of Konradi et
al. [1973], thus indicating that the initial anisotropy of the
injected protons was probably very small (curves {-3 in Figure
3 may aiso be considered valid approximations).

Note that if we have chosen £ = 79 keV as a more represen-
tative energy of the detected particles, our curves would have
remained unchanged except for a change in ¢ and a smailer
change in m(A¢). (For instance, cutve 2 of Figure 3 with
m(Ag) = 2.7 X 107% rad® and ¢ = 24.5° would remain the

" same with @ = 18° and m(A¢) = 1.6 X 10-* rad?)

The important point to note is that for low pitch angles the
theoretical curve of Konradi et al. [1973)] is different from our
curves. In theory, in our computations it would take an infinite
time before observing a maximum in the pitch angle distribu-
tion at @ = 0, whereas in the Konradi et al. [1973] computa-
tions it would take a finite time. Moreover; fét the cdse of an
empty loss cone the curve that we obtain is not very different
from the case ayc = 0, provided that « is not too close toase,
but the time ¢ tends to infinity for a, = asg. Of course, the case
t - o for @ = 0{or @ = ay)is a pure mdthematical limit
because other phenomena will become domihaht in a finite
time, such as new injections or even echoes if the particles are
not lost before they have accomplished one compicte azi-
muthal revolution. For a better comparison with experimental
data we need measurements at lowet pitch ahgles (a; < 20°).
As long as the distribution function of the injected particles
may be approximated by (1) and (2), such data could allow us
to determine precisely the product m(A¢) and therefore to get.
more information on the injection process itself.

CONCLUSION

The importance of the azimuthal widih and of the initial
anisotropy of protons injected during substorms has been
stressed. These quaritities have effects which appear when we
consider .the deformation of the whole distribution function
with time and longitude and which are more important for low
pitch angle protons.
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Abstract - We study, by means of the adiabatic invariants and of the Liouville

theorem, the deformation of the distribution functions of sﬁbstorm injected
- particles in the magnetosphere. Assuming a steady-state convection process,

we can obtain simple analytical expressions for the particle flux, the aniso-

tropy and the growth rate of an electromagnetic cyclotron interaction. These

f. expressions depend on the ratic between the electrostatic potential energy

and the resonant energy of the particles. This allows us to obtain an overall
view of the wave particle interactions in the cuter magnetosphere. These com-
putations are applied to the. ving current proton interactions with ion cyclo-

tron waves.
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I - INTRODUCTION

Although this may lock as an oversimplificaticn, it is possible to
describe the convection of the energetic particles injected from the tail of
the magnetosphere, as consisting of two successive phases. In a first phase,
the particles penetrate radially under the effect of a strong convection elec-
tric field, from the large values of L (L ~ 10) towards the small ones (L v 5).
This giyes rise to a certain radial density gradient._Then,.in a second phase
the particles start to move azimuthally under_the combined effects of the ma-
gnetic gradient-curvature drifts and of a much smaller convection electric

fieid.

We study this second phase of the process. This way differs from
the one which has been used previously (see, for instance, Ashour-Abdalla and
Cowley, 1974 ; Cowley and Ashour-Abdalla, 1975) where the movement of the
particles is studied from its very origin {L = 10). Dealing only with the
second phase of the process, we avoid an important difficulty, which is that
it is not really possible, starting from L = 10, to Euild up in a éteady-state
convection a distribution function which resembie; the data observed at small
L-values. This difficulty arisés because of the probable existence of a time

dependent convection electric field {(Roederer and Hones, 1974). To some extent,

this time dependence is included into our two phases model.

Thus we assume a given distribution function in the midnight meri-~
dian, taken as the azimuthal origin ¢ = O, which presents a radial density
gradient. Then we compute the distribution function, resulting from a steady
state convection process, at any 6ther points (L, ¢ # 0) in the equatorial

plane. We deduce from it the growth rate of the unstable waves and we can
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discuss some consequences with respect to wave-particle interactions (WPI)

induced by the convection process.

Let us examine the case of the energetic protoms {10-100 kev) and
of the electromagnetic ion cyclotron waves. Similar computations could be

made for electrons interacting with the whistler mode.

Partial approaches of this problem have already been made. South-
wood and Kilvelson (1975) have computed numerically the changes of distribu-
tion functions produced by an electric potential on an arbitrary initial

L-density profile in the midnight meridian.

Independently, Solomon (1975) and Lin and Parks {1976) have computed
the longitudinal variation of ion cyclotron growth rates induced by magnetic
drifts only. Jentsch (1976) has done a similar computation for electron cy-

clotron waves, by a numerical analysis of the magnetic and electric drifts.

IT - COMPUTATION OF THE DISTRIBUTION FUNCT'ION AS A FUNCTION OF (L, ¢)

We assume a distribution function of the energetic protons in the

midnight meridian (subscript M} of the form :

() £(%r Vs Lyr G = O =
n (L /L )P v.! 2m v 2
Bt 7 [ - Ml T,
o w /v’ Tty Vo v




i
S
L

on L and ¢. o, v are the pitch-angle and the total velocity of the particle ; ‘
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f iz normalised to (nl/no}. n, 1ls the density of the energetic protons at

some given position (Ll, ¢M = 0). o is the cold plasma density which depends

A is the characteristic velocity and m the initial anisotropy. The term
(LM/Lg)P,-where Lg is a scaling factor, stands for the radial density gra-
dient for ¢

M= 0. We may choose p either positive or negative in order to re-

present the different experimental situations.

To compute £ at any other point (L, ¢) . we make use of the three in-
variants of the movement of the particles with the help of which we will ex-
press aM, VM, LM as a function of ¢, v, L, ¢ at the position (L, ¢) . Then, by
use of the Licnville theorem we will write f£(x, v, L, ¢) = £ [aM(a, v, L, ¢),

- ] . The three invariants appear as :

the conservation of the total energy

: 2 2 2
(2) v, =+ Ef“ (¥, ¢ - % @, 0]

the charge and mass of

where ¥(L, ¢) is the electrostatic potential, g and m;

the proton.

o)
The first adia?atic invariant
M M

(3) v 2 i 3 sin2 uM = v2 L? sin2 o i
|

The second adiabatic invariant (approximation for large pitch-angles ;

Roederer, 19703 Schulz,; 1971).

{4) v, L c052 o v Lcos2 o
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combining‘ {2), (3) and (4), it is easy to get the following equation :

3 v 2 2
{5) L - LL cos O
Mo e Ay oy,]t/2
m M
i
2

- Y 13 sin® @ = 0

v +-2-3-(‘P—‘~1’)

. mi M

which allow us to compute LM = LM(L, v, &, ¢) because ‘PM does not depend on

4, [see (619 . 1, is the initial geocentric distance (in the midnight meridian

plane) of particles founded at the point (L, ¢} with a velocity (v, ¢).

For the proton electrostatic energy we write (Roederer, 1970)
(6) qf = - (CI/L Re) -C, LR, sin ¢

a formula which takes into account both the corotation (Cl) and the convection
(Cz) electric fields and in which the azimuthal angle ¢ is taken positive

westward. C1 = 91.5 kev Re (Re, radius of the earth) and 0.5 kev Reﬂl < 02 <

2 kev Re_l. Then setting

2¢ .
vz--'-;—z?LR sin¢1/4
w, e
7N B = 3
v
¢ 1
(8) d="_—TE
B © m, R v
i e




() [_1 + (1 - I
The equation (5) can be written as :
(10) z3 sin2a+zcosza—5=0
The conditibn of validity of this equation is § %1, i.e. the energy
of the particles at the position (L, ¢} should be at least of the order of the
characteristic variation of the corotation electrostatic energy ('i; 10 kev).
Equation (5) gives, as a valuable solution :

(11) z=1-[(1-—8)/(1+2sin2u.)}

Note also that :

z {1 - 22) sin 2 ¢

92
{12) L=
. S 3 z2 sin2a+ c:o.'a'.2 o

E!Z (1 -8) sin?2 o
- {2 sin ¢ + 1)2

an expression that we will use later on. Alse with (7), (9) and (10) in (4)

we get :
(13) s-.j.n2 Oy = {L/B ) 23 sin2 o

Now from the Liouville theorem and with the help of (2), (9), (13)

we obtain for the distribution function at any point in the equatorial plane
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n, (L/Lg)P
{14) £(a, v, L, ¢)=""‘"
’ "o 1r3/2 vo3 Tim + 1)
~ 2m v2 om -
x(;ﬂ [exp« FT?] sin ) [aq:ZEO]V
o v
o
R ' 1 +8/3:]
x [exp 60 [1 - (Bz) | ]]

« 827" @z [a * §/3)m 8 -p§/3)]

with § = 8(v=v))
Q Q
-CZLResindJ
€ = 2
m, v
1
€, 2EWV = V)

For an explicite expression of £ we have to use (11).

As a first illustration, we will use (14) in order to compute the
flux of the energetic protons J{L, ¢), knowing J(LM, by = 0} in the midnight

meridian plane.

III - ASYMMETRIC FLUX OF THE RING CURRENT ENERGETIC PROTONS

We compute the £lux [(mz.sec .sr)-l] of 90° pitch angle protons as

A5) T v SN SV a=w2 = n f £V av




and we get an approximative expression for the ratio of the fluxes at midnight

and at any other local position :

(16) JWweh) /Ty, ¢ % @

1+-—_-—'
[exp 2 €] [exp 60[ 1 - ~ §-€1) 3 ]]

8

2 m[3+{1+§—1—)5]_(1+_1_)
. (1_3-31) I | P 3

I
m .
)

Il

W3

with : 51

O
t

|
<

§ (v

we have used the fact that the energy spectrum is hard enough so that we can

neglect the term in Vo

It is easy t§ physically interpre£ the effect of the different

terms in (16) when we move off from the midnight meridian plane. The increasing
exponential factors originates from the newly accelerated particles, the energy
of which then exceeds vy - The last term of (16} is linked to the radial pene-
tration of the particles and its effect depends on the sign and on the magni-
tude of the parameter p and on the magnitude of the anisotropy factor m. Essen-
tially, for the outer gradient (L > 4, p v (-4), m Vv 1) this term corresponds
to a flux decrease and for the inner gradient (p N7 to 10, m v 1) it corres-
ponds to a flux increase. Note also that if the energy of the particles in-

creases, i.e. eo' 81. 60, Sl_go to zero, all the effects vanish : very high
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energy'particles are not sensitive to the electric field and do not penetrate

radially, so that the flux is independant of ¢.

Our figures 1 and 2 illustrate (16). We have used, as a source in
the midnight meridian plane, Frank's (1970) d%ta ahout the energetic proton
flux after a magnetic storm and we have computed from (16) the resulting
flux in the evening sector (¢ = 1/2). In fact, in figure 1, in order tb com-
pare our resulés with the previcus computations of Kilvelson and Southwood
f1975),_who havé used a maxwellian distribution function, we have to modify
slightly (165 ; we must divide it by

61

e1)4m Eh')

& 2 )m 61{1 +
2

4~ -5

Using this analytical formula, we 6btain a curve quite close to the one which
Kilvelson and Southwoodr(1975) have obtained, when we chocse identical values

of the initial parameters. We also show, on this figure 1, the effect of neglec~-
ting the corotation field (61 = 60 = 0). On figure 2 we sﬂow that, by choosing
properly the initial parameter v,r We can with the heip of {16), reproduce
Frank's (1970) measurements of the proton flux in the evening sector. In any
case we get the well-known asymmetric ring current flux. The comparison of our
results (or those of Kilvelson and Southwood) with Frank's data does not look

as gocd as it could, because of the time lag of some hours between the mid-
night and dusk measurements. These éroblems will always arise when using cne

satellite only.
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IV - FORMULA FOR THE ANISOTROPY AND THE GROWI'H RATE OF THE ELECTROMAGNETIC

ION CY¥CLOTRON WAVES

Now, let us consider the problem of the electromagnetic ion-cyclotron
waves., We only examine the case of waves propagating parallel to the static
magnetic field. The growth rate v, the number of resonant,particleg\r'lgnd the

anisotropy A can be expressed as (Kennel and Petschek, 1966) :

(17) / =r _...g:__“..i.)_f__ v [A \'4 X ]
Yl =3 X - x/2) N r)_ (r)—l-—_x
_ w/2
(18) nw,) = 2m |vr|3 [ 222 ¢, v,) do
, 0 cosa :
_ w/2 5 /2
a9 Awy =f HE S EH afpf MRS 44 v
cos O v cos o

4] o

where x = (w/wci-) is the reduced frequency, W/2m) the wave frequency and W

the ion cyclotron frequency. The resonant velocity Vr is given by :

1 - x)3/2

(20) lv.| =v, =

where VA is the ion Alfven velocity. Note that all the integration have to be
performed keeping Vr = const.

We use (14) with (7), (11), (12A) and we get for ¥ and A the following

expressions :
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n ) p Vv V_ 2m + 4
e L YW LT e I
@) . Y/wci " n: 2 Ttm+ 1) (L ) G Y G ?
o] _ g A o]
- o
x m :
[exp2€°I [A(Vr) —_I_X]I(u-ll gf{u) du
' 1
(22) AW ) =m 4 [-m-(3 +8) -p - 5] e, I,
. : &, LR sin ¢
with e 2
_ r v 2
B Ve
261
GramiR LVZ'
e r
- 1) m+l o
I =7 glu) du fa=-1) gfu) du
o G ua -~ 2)
1 _ 1
5 . [m(3+5)-p—5°]
- r r 2ua-1,
s = (o - ] [+ - BRE

o

All the integrals are easy to perform numerically. Furthermore
Ir_1f§ 5 x 10_2) is not too sensitive to the efféctive values of the different
parameters. We only consider here the case of the outer gradient, so we can
neglect in a first approximation the corotaticn terms, i.e. Gr =§ = 60 =0

(see fig. 1).

We have drawn on figure 3 the anisotropy (22) as a function of €.

and for different values of the ratio (Vrz/voz). For the outer gradient (L > 4,
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p=-4) A increéses with Er, which means that, at a given local position
(L, ¢ #0), A-increases when the convection electric field (Cé) increases or |
when ﬁhe resonant energy of the particles (Vr2) diminishes. Nevertheless, for
typical values of the resonant energy er £ 1/4 and the increase in anisotropy
is small. This illustrates the fact that it is difficult to generate aniso-

tropic distribution function by using only a steady-state convection model.

We tu;n now to the growth rate (21) and we compute it numerically
at some characteristic positions iﬂ space (figure 4). Pirst we start from mid-
night {¢h-= 0) at L = 6 and we move towards dusk (¢ = MT/2 ; L = 6). This results
in‘aﬁ increase of the growth rate (corresponding to the flux asymmetry) and a '
widening towards higher frequencies, an effect which is due to the associate
.change in anisotropy ; but the peak frequency of Y does not change. Then moving
earthward to the point (¢ =7n/2 ; 1, = é) we observe an ihcrease of this peak
frequency which is essentially due to the variation of the cold plaéma density

{we have taken n, o« L_4).-

These results can be applied to IPDP emissions which are characte-

rized by an.increase of their central frequency (f n 0.2 Hz to 1.5 Hz) in a

time delay of about twenty minutes to one hour. These emissions can be explaj -
ned by fhe resonant interaction between electromagnetic ion-cyclotron waves.
and freshly injected protons drifting radially and azimuthally as originally
proposed by Gendrin and Lacourly (1968) (see also Gendrin, 1970). The change
in frequency is probably due to the change of the growth rate as a functioq

of L (figure 4) and the time delay is_the result of the differential drift of
the protons on different L sﬁells (for o = 7/2, the azimuthal drift velocity .

can be written from Hamlin et al's formula (L961) VD(m/s) = 15 L2 E (kev) ).
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Neverthéless an extensive study of the IPDP's problem is beyond the scope of

this paper.

CONCLUSION

We have tried to give, by mean of not too gsophisticated computa-—
tions, a coherent view of the relation between the convection process and
the wave particle interaction. This is of importance, for instance, for a
better ﬁnderstanding of thg dynamic of the ring current protons, although
other phenomena as charge exchange process {Cornwall, 1977) have alsp to be
conside?ed. Moreover we haﬁe only dealt with the linear growth rate and the
next step, namely diffusion in velocity space (see Etcheto et al, 1973) could

somewhat improve this picture.

Acknowledgments. We would like to thank R. Gendrin for many fruitful

discussions.



- 185 -

FIGURE CAPTIONS

Figure 1 - The fluxes of the xing current protons in the evening sector

(pitch-angle o = %/2) ; energy range 31 to 49 kev) after Kilvelson and
Southwood (1975) and after our formula (16) modified, using Frank's measuremenis
(1970) at midnight as a source. In both cases values of the parameters are the

following : Eo = (1/2 m, voz) =10 kev, m =1, C., = 2 kev Re—l 7 moreover we

2
have chosen p = -4 for L 2 3.5 and p = 9 for L < 3.5.

Figure 2 - Frank's (1970) measurements of the ring current protons at midnight
and in the evening sector (4 = 7/2 ; 31 £ E €49 kev) and theoretical curve ocb-

tained from (16) (not modified} in the evening sector using the midnight expe-

rimental flux as a source. The initial parameters are the same than for the

figure 1, except that E, = 9 kev.

Eigure 3 - The apisotropy as a function of the ratio o of the electrostatic
energy gainéd by the particle to its local rescnant energy. We have assumed an
anisctropy m = 0.5 in the midnight meridian'plané.

Figure 4 - The reduced growth rate (Y/mci) of the ion cyclotron instability
versus the reduced frequency x at three different positions in the equatorial
plane. Values of the parameters at L = 6, d& = 0 are the following :

n1/nO =01, m=20.5, p=-4; (vo/vA)2 =10, E_ =10 kev ; Moreover

0

-1 =4

C2 = 2 kev R and n_ <« L .,
e o :
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