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Premiére partie

Algébre linéaire






Chapitre 1

Calcul matriciel

1.1 Matrices

Exercice 1 : Multiplication de matrices

1. Considérons les matrices réelles suivantes :

Calculez si cela fait sens AB,BA,CD,DC,AE,CE.

Exercice 2 : Produit matriciel

1. Donner la définition du produit de deux matrices A = [(a;;)] et B = [(b;;)] de tailles (n,p)
et (p,m). Quel est le format de la matrice produit ?

2. Soit A et B deux matrices carrées n x n. Montrer que (A + B)(A — B) = A% — B? et
(A+ B)? = A% + B% + 2AB si et seulement si AB — BA = 0.

Exercice 3 : Matrices de Pauli

Les trois matrices de Pauli interviennent en mécanique quantique dans la description des par-

ticules de spin 1/2.
(01 (0 —i (1 0
= 1 0) 27\ 0o )0 BT o0 -1

1. Montrer que pour i = 1,2,3, (0;)? = Is.
2. Calculer le commutateur [o7, 03] = o109 — 0907.

3. Montrer que 005 + 0j0; = 2d;;15.

Exercice 4 : Matrices de rotation dans R?
H
Soit le repére (0, 7, 7, k).



1. Soit

cosp sing 0
A(p) = | —singp cose 0
0 0 1

H
la matrice associée & une rotation d’angle ¢ autour du vecteur k. Calculer A(p1)A(p2).
Aurait-on pu deviner le résultat ?

. Soit
cos@ 0 sinf
B(0) = 0 1 0
—sinf 0 cosé

la matrice associée a une rotation d’angle 6 autour du vecteur j . Calculer A(y)B(6) et
B(0)A(p). Pour quelles valeurs de 6 et ¢ ces produits sont-ils égaux? A quelles transfor-
mations géométriques particuliéres correspondent alors les applications associées & A(p) et

B(6)?

1.2 Trace, déterminant, rang

Exercice 5 : Calcul de déterminants

1. Calculer les déterminants suivants :

101 1/2 1/2 0
a=|0 1 0|, b=[3/2 5/2 1 [, c=
100 0 1/2 1/2

2. Calculez, si c’est possible, le déterminant des matrices suivantes :

110 2 1 1 )
A=1[1 5 1| B=[2 1 2 C:(l
75 0 2 1 1
1009 2
D=1 5 1 E:@éi’) F=1o0
70 1 0
3. Soit,
0 V3 0 0
G_\/§OQO
1 0 2 0 V3
0 0 V3 0

Calculer detG, le produit ‘GG, et det(’GG).

Exercice 6 : Produit et Trace

Soient A, B € M,,(R).

— N W

— N DN
=~ =

1. On suppose que Tr(A7A) = 0. Que dire de la matrice A?
2. On suppose que pour tout X € M, (R), on a Tr(AX) = Tr(BX). Démontrer que A = B.

O =
— N

o W
—

—_
N DN

—= O = =

— O = =

1 0
0 1
1 -1
-1 2



1.3 Inversion

Exercice 7 : Cas simples d’inversion

1. Déterminez l'inverse de la matrice

OO =
O =N
S Ot W

2. Soit une matrice P telle que P? + P — I = 0. Montrez que P est inversible et trouvez son
inverse.

Exercice 8 : Condition d’inversibilité

Soit
1 3 «
M,=12 -1 1
-1 1 0

A quelle condition sur « cette matrice est-elle inversible ?

Exercice 9 : Inversion de matrices

Soient

L3 1 -1 0 1 -2 1 3 1 -2
B:<3 2), c=(0 2 1|, p=(o0 1 1 E=|1 -1 2
2 1 3 2 -2 4 0 0 2

Si ces matrices sont inversibles, calculer leur inverse.

Exercice 10 : Usage de l’inversion

On considére

5 1 2 1 1 1
A=|-1 7 2 et P=|1 -1 1
1 1 6 -1 1 1
1. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
2. Calculer P~1AP.
3. En déduire A” oun € N
Exercice 11 : Matrices de rotation
Soit
cosf sind
R(0) = ( sinf cos 9)

la matrice associée a une rotation d’angle 6 dans R2.

Déterminer l'inverse de R(6). Aurait-on pu deviner le résultat ?
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Chapitre 2

Systémes d’équations

2.1 Résolution de systémes d’équations linéaires

Exercice 1 : Mettre un systéme sous forme matricielle
Ecrire sous forme matricielle les systémes d’équations suivant
r—y+z=1
(S1):qx+2y+2=3
r+y+22=0

20+ 4z =1
(S2):qax—2=4
z+y=0

Exercice 2 : Matrices et suites

Soient (an), (by) et (cy,) trois suites réelles telles que ag = 1, by = 2 et ¢ = 7 et vérifiant les
relations de récurrence

an4+1 = 3an + bn
anrl = 3b, +cp
Chy1 = 3cn

On souhaite exprimer a,, b, et ¢, uniquement en fonction de n.
1. On considére le vecteur

Qnp
Xn = bn
Cn
Trouver la matrice A telle que X,,11 = AX,,.
2. En déduire que X,, = A" X.
3. Soit
01 0
N=|0 0 1
0 0 O

Calculer N2, N3 puis NP pour p > 3.
4. Montrer que

(n—1)

A" = 8"1d,, 48" InN 48" N,

5. En déduire a,, b, et ¢, en fonction de n.

11



2.2 Ensemble des solutions de I’équation AX = B

Exercice 3 : Cas ot det A # 0

On s’intéresse au systéme

r+y+z=1
S):Re—y+z2=-1
z=1

Résoudre le systéme de maniére directe.
L’écrire sous forme matricielle AX = B.

Calculer det A. Que peut-on en déduire ?

- e

Trouver X.

Exercice 4 : Cas ott det A =0

On s’intéresse au systéme

z+y+z=1
S Rz—y+z=-1
y=a

1. Ecrire le systéme sous forme matricielle AX = B.
2. Calculer det A. Que peut-on en déduire ?

3. Pour quelle valeur de a le systéme admet-il une infinité de solutions ? Pour quelles valeurs
de a n’en admet-il aucune ?

Exercice 5 : Manipulation des colonnes et des lignes

1. Sans calcul, montrer que

0
4
7

N W N
—
U CO &~

est divisible par 14.

2. Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le développer que le
déterminant

N = =
o Ut =
O W O

est, divisible par 17. On se souviendra qu’on ne change pas un déterminant en ajoutant a
une colonne une combinaison linéaire des autres.

2.3 Meéthode de Gauss

Exercice 6 : Inversion de matrice a ’aide de la méthode de Gauss

En utilisant la méthode de Gauss, inverser la matrice
1 1 2
1 2 1
2 1 1

12



Exercice 7 : Un systéme de deux équations a4 deux inconnues

Résoudre de trois maniéres différentes (par substitution, par la méthode de Gauss et par
inversion de la matrice) le systéme suivant

(S):{Qa:—&-y =1

3x+Ty = -2

Exercice 8 : Systémes d’équations linéaires

Trouver , si elle(s) existe(nt), la (ou les) solution(s) des systémes suivant :

r+3y+3z =0
(S1) - r— y+ z =0
2z+ y+3z =0
3z +y = 1
(S2) r 2y +z = 2
-y 42z = -1
r +2y +z = 2
(53) : x -y = 0
—r —by -2z = -4
x 4y +z = 0
. T +y +t = 1
S +z 4+t = 1
y +z 4+t =1

Exercice 9 : Trop d’inconnues ou d’équations

Résoudre les systémes suivants

r+y+z—-3t=1
(S1): a0 ™Y
2r+y—2z+t=-1

r+2y—32=4
r+3y—z=11
2¢x + b5y — bz =13
r+4y+ 2z =18

(S2) :

Exercice 10 : Existence de solutions

Etudier I'existence de solutions du systéme pour a,b € R

ar+by+z =1
(S):{ax+aby+z =0
r+by+az =1

13
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Chapitre 3

Diagonalisation

3.1 Bases et changements de base

Exercice 1 : Matrice d’une application linéaire
Soit

f:R* - R
(z,y) = (v+y,2y,3z—2y)
et
g: R? — R?
(x,y,2) = (z—3y2y+2z)

Ecrire les matrices de f, g, f o g, g o f dans la base canonique.

Exercice 2 : Changement de bases

Munissons R? de sa base canonique B = {ey, €2, e3}. Introduisons f € £(R?) dont la matrice
dans la base canonique est la suivante :

31 4
M=Mat(f,B)= 0 2 0
-2 1 3
et posons €1 = (1,0,1), eo = (1,1,1) et e3 = (2,0, 1).

1. Prouver que C = {1, 2,3} est une base de R3.

2. Construire N = Mat(f,C) la matrice de f dans la base C.

3. Déterminer N" pour n > 1.

4. En déduire 'expression de M™ pour n > 1.

Exercice 3 : Matrice de passage

Soit f représentée par la matrice (_31 _31> dans la base canonique B de R2.
On considére une seconde base définie par £ = {(1/v2,1/Vv2),(1/v2,-1/V?2)}.

1. Ecrire les nouveaux vecteurs de base en fonction des anciens, puis inverser les relations.
2. En déduire la matrice de passage de B a £.
3. Réécrire la matrice de f relativement & £. Aurait-on pu deviner ce résultat plus simplement ?

15



3.2 Diagonalisation

Exercice 4 : Diagonalisation d’une matrice 2 x 2

= (5)

Ecrire le polynome caractéristique associé a la matrice A.

Soit la matrice

Trouver les valeurs propres et vecteurs propres associés.
Ecrire la matrice de passage P de la base canonique a la nouvelle base B.
Peut-on diagonaliser la matrice A? Si oui, écrire la matrice diagonale D.

Calculer P~ et vérifier que la matrice diagonale s’écrit D = P~*AP.

SR A e

Soit X un vecteur de coordonnées (z,y) dans la base canonique. Quelles sont ces coordon-
nées dans la base B?

Exercice 5 : Valeurs propres et vecteurs propres de matrices 3 x 3

On considére les matrices suivantes

1 00 1 0 0 0 -1 0
A=10 1 1 B=10 11 c=11 2 -4
0 01 0 0 2 1 1 =3

Calculer leurs valeurs propres et vecteurs propres. Sont-elles diagonalisables ?
Exercice 6 : Matrice de rotation

cosf  sinf
A= ( —sinf cos6 )

A quelle opération géométrique correspond cette matrice 7

Soit

Calculez le polynome caractéristique de A.

Trouver les valeurs propres et vecteurs propres de A.

- W o

Montrer que AAT = AT A = Id. On dit que cette matrice est orthogonale.

Exercice 7 : Exponentielle de matrices

1
Soit ’application g € L(F) dont la matrice dans une certaine base B est | —2
0

O = =
= O O

1. Donnez lexpression du polyndme caractéristique x,4(A) de g.
2. Donnez les valeurs propres de g.

3. Donnez trois vecteurs propres unitaires de g associés a ces valeurs propres. Montrez qu’ils
forment une base de F, notée B’.

4. Donnez la matrice représentative de g dans B'.

5. On définit 'exponentielle de g par

+oo

i) =5 L.

n=0

Donnez la matrice de exp(g) dans la base 5.

16



3.3 Applications

Exercice 8 : Deux suites réelles couplées

Soient deux suites réelles (u,)nen €t (vn)nen couplées par les relations de récurrence

Up41 = Up + Uy

Unt1 = 2Uy + 20,
1. Démontrer que A” = PD"P~! avec A, P et D les matrices introduites dans I’Exercice 4.
2. Calculer A™.

3. En déduire u,, et v,, en fonction de ug et vy

Exercice 9 : Résolution d’une équation différentielle linéaire

On se propose de résoudre ’équation différentielle (Ey) : y” + 3’ —y = 0. On notera arbitrai-
rement ¢ la variable dont dépend y.

1. Quel est 'ordre de cette équation ?

2. Dans la base canonique £ de R2, on introduit la fonction vectorielle inconnue

()

Montrez que Y vérifie une équation de la forme (E;) : Y/ = AY ou A est une matrice a
déterminer. Qu’a-t-on gagné & introduire une équation vectorielle ?

3. Calculez le polynome caractéristique de A, d’inconnue X : x4(X) = det(4 — X Is).

4. On appelle équation caractéristique de (E) I'équation x4 (A) = 0. Résolvez cette équation.
On notera A\; et A9 ses solutions, appelées valeurs propres de A.

5. En résolvant un systéme linéaire, proposez deux vecteurs vy et vy qui satisfont Avy = A\jvy
et Avy = Agva. On note F = (v1,v2) la base qu'ils forment

6. Ecrire la matrice D de Dapplication linéaire associée & A dans la base F.

7. Réécrivez 'équation (F2) dans cette nouvelle base. Résolvez ces deux équations en fonction
du temps.

8. Déduisez-en la solution générale y en extrayant la premiére ligne de la solution dans la base
canonique.

17
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Deuxiéme partie

Analyse vectorielle
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Chapitre 4

Systémes de coordonnées et champs

4.1

Coordonnées cartésiennes, cylindriques, polaires

Exercice 1 : Manipuler les coordonnées

1.

Soit le vecteur O M défini par ses coordonnées cartésiennes (z, y, z). Donner les coordonnées
cylindriques puis sphériques de ce vecteur en fonction de z,y et z.

. Réciproquement, donner les expressions de x,y et z en fonction des coordonnées cylin-

driques (p, ¢, z) puis des coordonnées sphériques (r, 8, ¢).

Donner les coordonnées des vecteurs de la base cylindrique e, e, e, dans la base canonique
i,7, k.

Donner les coordonnées des vecteurs de la base sphérique e,., eg, e dans la base canonique
1,7, k.

Exercice 2 : Systéme de coordonnées cylindriques

1.

Définir le systéme de coordonnées cylindriques : le représenter schématiquement, donner le
domaine de définition de chaque variable et définir le repére correspondant.

. Exprimer le vecteur déplacement élémentaire dans ce systéme de coordonnées.
. Exprimer la surface élémentaire sur le plan (Ozy).
. Soit un cylindre circulaire droit d’axe (Oz), de rayon R et de hauteur H. Exprimer la

surface élémentaire située sur la surface latérale de ce cylindre.

. Exprimer I’élément de volume élémentaire & 1’aide de ce systéme de coordonnées.

Exercice 3 : Systéme de coordonnées sphériques

1.

4.2

Définir le systéme de coordonnées sphériques : le représenter schématiquement, donner le
domaine de définition de chaque variable et définir le repére correspondant.

Exprimer le vecteur déplacement élémentaire dans ce systéme de coordonnées.

. Exprimer I’élément infinitésimal de surface situé sur une sphére de rayon R.

Exprimer I’élément de volume élémentaire & ’aide de ce systéme de coordonnées.

Champ scalaire, Champ vectoriel

Exercice 4 : Champs de vecteurs

1.

Dessiner le champ de vecteurs défini par ’expression v(M) = zi+yj. Donner son expression
en coordonnées polaires (p, ¢) dans la base e,, eq.
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2. Dessiner le champ de vecteurs défini par 'expression v(M) = peg. Donner son expression
en coordonnées cartésiennes (x,y) dans la base 2, j.

3. Dessiner dans un plan méridien le champ de vecteurs défini dans I’espace par v(M) = reg.
Pourquoi demande-t-on un dessin dans un plan meéridien seulement ? Donner ’expression
de ce champs en coordonnées cartésiennes dans la base 4, 3, k.

Exercice 5 : Changement de coordonnées

1. Soit le champ de vecteurs v(M) = xi + yj + 2zk. Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base e,, e4, e, puis en coordonnées sphériques dans la base e,, eg, €4.

2. Soit le champ de vecteurs v(M) = (z* + y?)(i + 7). Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base e,, e4, e, puis en coordonnées sphériques dans la base e, eg, €.

3. Soit le champ de vecteurs v(M) = p(e, + psin pey). Donner son expression en coordonnées
sphériques dans la base e, eg, e puis en coordonnées cartésiennes dans la base 2, j, k.

4. Soit le champ de vecteurs v(M) = r(e, +rsinfeg). Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base e,, eq, e, puis en coordonnées cartésiennes dans la base ¢, j, k.

4.3 Deérivées

Exercice 6 : Dérivées partielles

1. Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes :
(a) f(z,y) =22 + 6xy + 9>

h(@,é) =10 — ¢|.

)
)
d) i(z,t) = Sm(“’gﬂﬂ ol w et k sont des constantes.
)
)

ol
—
£
&

N
SN~—"

I

8

<

_l’_
<

83
+
N

8
®
<

@

a

8
Y
o
<
Y
o
@
-+
N
Y
e

2. Soit, le champ scalaire
J(p,0) = exp(—L cos 6),

Po
. : 0*J 0*J
avec p et 0 les coordonnées polaires. Calculer et . Que peut-on en conclure?
0pdl — 000p

3. Démontrer la relation de Maxwell de la thermodynamique :

(@), = (),

en utilisant les deux dérivées partielles de ’énergie libre F' par rapport & la température T’
et & la pression P :
oF oF
(), - -
or /., ov ),

Exercice 7 : Fonctions vectorielles

Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes :

2 2
2 2 x rm =y
x x° 4+
f<)=<2 yz) et gly|=|v-7
z

Y =y 22 _ 2
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Exercice 8 : Dérivées partielles de fonctions composées

1. On s’intéresse aux dérivées composées de fonctions d’une seule variable :
(a) Calculer le vecteur vitesse au point 7 exprimé en coordonnées cylindriques.

(b) Calculer son vecteur accélération.

2. Soit

2
x
u(z,y) = (m()) —1—2%

avec z(s,t) = s sinwt et y(s,t) = s sin® wt. x9, Yo et w sont des constantes.

Calculer

o
Os ot

3. Ty, 19, po et w sont des constantes.

(a) Soit

T
Calculer d— en fonction de d—x
dt dt

(b) Soit
S _ Ty, 2
T(7(t),t) = o) (z° + 2y~) coswt
0
dT d d
Calculer s en fonction de d—f et d—z;

(c) Soit

T
T(7(t),t) = —2 p? cos 6 cos wt
o

7" étant défini a ’aide de ses coordonnées polaires p et 6.

Calculer d—T en fonction de @ et ﬁ
dt dt dt

Exercice 9 : Extrema de champs scalaires

1. Trouver les extrema de f(z,y) = zexp(—(2? +4?)) et g(x,y) = y/(a® + 2% + y?).

2. La fonction h(z,y) = zy présente-t-elle un maximum ou un minimum ? Méme question
pour I(z,y) = z%y>.

23
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Chapitre 5

Opérateurs différentiels

5.1 Opérateurs usuels

Exercice 1 : Gradients usuels

Soit 7 = /22 + y? + 22
1. Calculer en utilisant les coordonnées cartésiennes grad r, —grad(1/r), —grad(1/(a®+1?))
et enfin —grad(p.r/r®) oil p est un vecteur constant.

2. Reprendre la question précédente en coordonnées sphériques.

Exercice 2 : Divergences usuelles

Calculer les divergences des champs de vecteurs suivants v, —r/r3 et r/(a? + r?) ou a est une
constante positive.

Exercice 3 : Champ scalaire
Soit le champ scalaire J(p, ) = exp(—ﬁ cosf), p et 6 étant des coordonnées polaires.
Po

1
1. Calculer ngi J(p,0) = gj% + pg;a’g.

9*J 19  19%J
2

~ o oo T o

2. Calculer AJ(p, )

Exercice 4 : Champs vectoriels

Soit H et K deux champs de vecteurs tels que

T xz—yz T y2+2'2
H|ly|=y>—2z et Kly|=|22+2?
z z2fxy z z2+y2

Calculer divH, rot(H), divK, rot(K)

Exercice 5 : Utilisations des opérateurs vectoriels

1. Soit la fonction f(z,y) = 22 + y? — 1. Calculer le gradient et le laplacien en un point 7 en
utilisant le systéme de coordonnées cartésiennes puis polaires. Conclusion.

2. Calculer le gradient de la fonction f(p,6) = p? tan @ ot p et 6 sont les coordonnées polaires.

25



3. Montrer que la fonction V(z,y,z) = (2% +y? + 22)_1/2 vérifie 'équation de Laplace
AV =0

en tout point de l’espace excepté ’origine. Retrouver ce résultat en utilisant les coordonnées
sphériques.

4. Calculer div F(r,0) avec F(r,0) = 2r2sin0 @, +r2 cos ¢ @y exprimées a Paide des coordon-
nées sphérique r, 0 et ¢.

5. Le champ de vitesse ¥() d’un solide en rotation autour d’un axe passant par lorigine et
possédant une vitesse de rotation & constante, vaut ¥(¥) = J A 7. Calculer rot ¥() en
prenant par exemple & suivant €,.

Exercice 6 : Interprétation des opérateurs div et Fo_%

1. Appliquer les opérateurs div et rot aux trois champs vectoriels suivant :

Yo

no o= T(x@w@ﬂ@)
0

— Yo —

V2 = T YUy
lo

— —

v = v(p) ug

exprimé en coordonnées polaires, dans la base polaire.

2. Interpréter vos résultats en vous aidant des représentations de ces champs dessinés sur la
Figure 5.1.

FIGURE 5.1 — Champ de vecteurs vi(M) & gauche et vo(M) a droite. Le vecteur est
appliqué au point M, milieu de la fleche.

5.2 Identités vectorielles

Exercice 7 : Egalités vectorielles

Retrouver les égalités suivantes :

o () =
) = o

) = grad (div) — &

ol

el

v

[N

Iro

=
(e
cl

()

(
o
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Exercice 8 : Manipuler les identités vectorielles

Soient ®(z,y, z) un champ scalaire et, X(sc, Y, 2) et B(ag, y, z) deux champs vectoriels suffisam-
ment réguliers.

——
1. Rayer dans la liste suivante les expresswns qui n ‘ont pas de sens : grad®, grad Z ? , div®,
de div(grad®), div( Z X § rot@ rotX rot(grad®), div rotz , div( ‘IJZ rot Z)

2. Six des expressions restantes peuvent s’identifier avec une des expressions listées ci-dessous :
— — , — —
0, § . @X — X . rot?, X - grad® + @dzvz, grad® x Z + @rotz, AD,

Donner, sans calcul, les relations qui en découlent.

5.3 Un exemple en électromagnétisme : les équations de Max-
well

Exercice 9 : Un peu d’électromagnétisme

On rappelle que les équations de Maxwell pour les champs électrique f et magnétique B

s’écrivent
?-f(?,t): L VAE(T ) = af(?,t)
V.-B(@.0)=0, VAB(T.t)=pu ( (7,1) + 0 E(? t))
1. Soit O = Z — 12 6822 Calculer DE et D? en s’aidant de la relation :

VA(YAA)=F (VA EA

2. Soit le vecteur de Poynting défini par ? = /iiﬁ Aﬁ. Calculer ?3 a laide de la relation :
0
V(A AB)=T ($24) A4 ($47).

3. Sachant que la puissance électromagnétique qui traverse une surface (S) fermée est

://Sﬁoﬁ

interpréter le résultat précédent.

Exercice 10 : Ondes planes

1. Calculer la divergence, le rotationnel et le laplacien d’une onde vectorielle harmonique
plane :

A(M) = Agexp(i(wt — k.r))
ol w est une constante, Ay et k des vecteurs constants.

2. Montrer que A vérifie 'équation d’onde 02 A — c2AA = 0 si et seulement si w et k vérifie
une relation qu’on précisera.
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3. Calculer le laplacien d’une onde scalaire sphérique
p(M) = (qo/r) exp(i(wt — k.r))

ol 1w,k et gy sont des scalaires. On rappelle que le laplacien d’une fonction f(r) ne
dépendant que de la distance r s’écrit

_1d [ Ldf
Af_ﬂdr<r dr)

4. En déduire que p vérifie 'équation 93p — c2Ap = 0 si et seulement si w et k vérifient une
relation que l'on précisera.
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Chapitre 6

Théorémes de Green-Ostrogradski et
de Stokes

6.1 Intégrales doubles et intégrales triples

Exercice 1 : Calcul d’intégrales multiples

1. Calculer a I’aide d’une intégrale de surface ’aire d’un triangle O AB ot les coordonnées des
point O, A et B sont respectivement (0,0), (a,0) et (0,b). Pour cela, on devra déterminer
I’équation de la droite AB. Vérifier votre résultat a I'aide de la formule usuelle donnant
I’aide d’un triangle.

2. Ecrire a I’aide d’une intégrale de surface l'aire du quart de disque de rayon R et de centre
O situé dans le premier quadrant du plan Ozy. Montrer quelle est égale &

R
/ vV R? — z2dx.
0

Calculer cette intégrale en faisant le changement de variable z = Rcos¢. Retrouver le
résultat en faisant le calcul en coordonnées cylindriques. Vérifier votre résultat a 'aide de
la formule usuelle donnait I'aire d’un disque.

Exercice 2 : Périmétre, surface et volume

1. Coordonnées polaires

(a) Retrouver par intégration le périmétre du cercle de rayon R, situé dans le plan (Oyz),
centré en (0,1,1).

(b) Retrouver par intégration la surface d’un demi-disque de rayon R.

2. Coordonnées cylindriques

(a) Donner, sans calcul, la surface latérale et le volume d’un cylindre circulaire droit de
hauteur H et de rayon R.

(b) Calculer, a ’aide d’une intégrale, la surface latérale de ce cylindre.

(c) Calculer, a ’aide d’une intégrale, le volume du cylindre.

3. Coordonnées sphériques
(a) Calculer, a I'aide d’une intégrale, la surface d’une demi-sphére de rayon R.
(b) Calculer, a ’aide d’une intégrale, le volume d’un quart de sphére de rayon R.
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6.2 Théorémes de Green-Ostrogradski et de Stokes

Exercice 3 : Calcul de flux
Calculer le flux de .
F:4zyé‘t*y2 5y+y2’52
a travers la surface du cube délimité par 0 <z <1,0<y<let0<2z<1:

- par un calcul direct
- en utilisant le théoréme de Green-Ostrogradsky.

Exercice 4 : Calcul de circulation

Soit le champ de vecteur
A=(y—2)i+(z—2)j+(x—yk
Calculer la circulation de A le long du cercle C d’équations
C:(@*+y’+22=1lLo+y+z=1)

en utilisant le théoréme de Stokes.

Exercice 5 : Circulation et flux sur un cylindre

On considére un champ vectoriel
F = yéy — x€y + roe.

ou 7 est constant.

1. Exprimer ce champ en coordonnées cylindriques. Pour répondre aux questions suivantes,
on utilisera de préférence ce systéme de coordonnées.

2. Calculer la valeur de la circulation de ce vecteur sur un cercle paralléle au plan (0zy), de
rayon R, centré sur 'axe des z, & une hauteur h > 0 et d’orientation donnée par le sens €,
en utilisant :

- une intégrale simple
- une intégrale double

3. Calculer la valeur du flux de ce champ & travers la surface fermée d’un cylindre centré sur
I’axe des z, de rayon R et de hauteur comprise entre 0 et A > 0 en utilisant :

- une intégrale double
- une intégrale triple

Exercice 6 : Champ irrotationnel

Soit le champ vectoriel
i-—Y €x +TEy
.’E2 + y2
ol (z,y) € R*2.
1. Montrer que ce champ est irrotationnel.

2. Peut-on prédire la valeur de

lorsque C est le cercle dans le plan (Ozy), de rayon R et centré sur l'origine ?

3. Calculer cette circulation.
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Exercice 7 : Formules de Green
Utiliser la relation vectorielle
V. (uﬁv) =ulv+ (ﬁu) . (ﬁv) ,

et le théoréme de Green-Ostrogradski, pour obtenir les 2 formules de Green

[ [uavs (50) (@) av = fuv0.8
/V(uAv—vAu)dV = ﬁ(uﬁv—vﬁu)cﬁ

ol u et v sont deux champs scalaires suffisamment réguliers. S désigne la surface limitant le volume
V et les flux sont considérés comme sortant.

6.3 Un exemple en électrostatique et en mécanique quantique

Exercice 8 : Le dipole électrique

Un dipole électrique de moment dipolaire de norme p = 2aq, placé & ’origine, crée en tout
point M de Pespace (||OM|| = r > a) un potentiel approché

1 7.7

Vir) = dmeg T3

1. Calculer I'expression, en coordonnées sphériques, du champ électrique dans le plan P
(O, Uy, 72) créé par le dipole orienté suivant .

2. Calculer la divergence de ce champ en M. Comparer le résultat obtenu & celui donné par
la loi locale du champ électrique

p(M)
€0

divE (M) =

ol p est la densité de charge en M.

3. Appliquer le résultat précédent au calcul du flux de ﬁ a travers une portion de tube de
champ (tube dont les parois sont colinéaires au champ).

4. En déduire la propriété trés générale associée & une divergence nulle : 1a ou les lignes de
champ se resserrent, 'intensité moyenne du champ augmente.

5. Calculer le rotationnel de ce champ en M. Interpréter ce résultat en terme de circulation
de E autour du voisinage de ce point.

Exercice 9 : Equation de Schrédinger

Une particule quantique de masse m, placée dans un potentiel V(?) (réel), est décrite par une
fonction d’onde (7, ) qui obéit & Péquation de Schrodinger :

12 L OW(T L)
—5 AY(T )+ V(T)W(T,t) = ih——g ==

Dans cette équation (7, t) € C.

1. Soient f et g deux champs scalaires, démontrer la relation
v (f?g) = fAg+ (ef) : (39)
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. On note ¢(7,t) le complexe conjugué de (7, t). Etablir & quelle équation de Schrédinger
obéit (7, t).

. En utilisant ce résultat, montrer que l’on a :
ih
2m

S0l = ot @ B -y A7)

. On introduit le courant de probabilité
ih —  —
J@ =0 (vV0- V)
m
Etablir I’équation de conservation de la densité de probabilité |¢)|?
O wp+%.7
— .J =0
= 161+

. Soit un volume fixe V' délimité par une surface (S), démontrer que

A?(?,ﬂ.ﬁ:-i/vwdf

Interpréter.

. On suppose que 9 a la forme d’une onde plane, soit
Warsd
1#(7,15) _ ez(/c.?—wt)

Montrer que la densité de courant de probabilité 7 s’écrit :

%

T@n="0

Trouver la dimension de hk/m par un argument dimensionnel.
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